APUNTES DE ESTADISTICA GONZALO GALVEZ COYT

Unidad | Estadistica Descriptiva

PRESENTACION DEL CURSO

La ESTADISTICA es la parte de las matematicas encargada de la presentacion y analisis de los datos de
un experimento.

Normalmente la estadistica se divide en:
) Estadistica Descriptiva
. Estadistica Inferencial

ESTADISTICA DESCRIPTIVA: se encarga de la presentaciéon adecuada de la informacion (tablas,
graficas, histogramas, etc.)

ESTADISTICA INFERENCIAL: se especializa en la estimacion e inferencia de parametros (promedio,
desviacién estandar, etc.).
Experimentos probabilisticos y deterministicos

Un EXPERIMENTO es un procedimiento mediante el cual se puede obtener informacion acerca de un
sistema fisico 6 Matematico.

El objetivo principal de realizar experimentos el obtener informacion acerca de sistema bajo estudio, y a
partir de ella obtener conclusiones.

Los DATOS son en generalmente la forma en que se presenta la informacion obtenida de un
experimento.

Los datos pueden clasificarse primeramente como:
DATOS NUMERICOS.- son aquellos que como su nombre indica pueden representarse mediante un
numero real el cual representa su magnitud y sus respectivas unidades de medicién, por ejemplo los

obtenidos de la medicidén de una cantidad fisica como longitud, masa, tiempo, energia, etc.

DATOS DE ATRIBUTO. Son aquellos datos que no se pueden expresar como datos numéricos, por
ejemplo, sabor, color, sexo, nombre, pais, nacionalidad, etc.

Se dice que un EXPERIMENTO ES DETERMINISTICO si al realizarse bajo las mismas condiciones se
obtiene invariablemente en mismo resultado o dato, en el caso de que se obtenga resultados o datos
diferentes se dira que el es un EXPERIMENTO PROBABILISTICO 6 ALEATORIO.

Poblacion muestra, eventos

La POBLACION es el conjunto total de datos que se obtienen al realizar un experimento.

La MUESTRA es una parte 6 subconjunto de la poblacién.

Los EVENTOS estan formados generalmente por muestras a las cuales se les pide que cumplan con
alguna condicion o condiciones.
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ORGANIZACION DE DATOS

Una vez que se ha realizado un experimento el resultado generalmente es un conjunto de datos u
observaciones, sin embargo, tal como aparecen pueden no resultar adecuados para obtener informacion
de ellos, por lo que es necesario realizar en la mayoria de los caso un trabajo minimo que consiste en la
organizacién y presentacion de los datos de manera adecuada. Esto es precisamente el objetivo de la
estadistica descriptiva.

Como primer paso los datos pueden ser acomodados en un ARREGLO, el cual tiene el objetivo de
presentar los datos con un minimo de orden. Es deseable que este orden sea descendente o
ascendente, como se muestra a continuacion.

NUMERO DE PERSONAS VIVIENDO EN UN GRANJAS

245 6 6 788 9 10
2456 7789 9 11
345 6 7 7 8 9 10 11
3556 7 78 9 10 12
4 56 67 8 8 9 10 12

TABLA DE DISTRIBUCION DE FRECUENCIAS

A partir de los datos ordenados en un arreglo se puede presentar los datos en una DISTRIBUCION DE
FRECUENCIAS. Para realizar la distribucion de frecuencias se puede seguir el siguiente procedimiento:

a) Localice el valor maximo (Xmax) y minimo (Xmin) del conjunto de datos, y a partir de ellos
Obténgase el RANGO como:

R = Xmax - Xmin

b) Ahora proceda a dividir el rango en INTERVALOS DE CLASE, se sugiere que el numero de intervalos
de clase no sea menor a 6 ni mayor a 20.

c) La LONGITUD DE EL INTERVALO de cada clase debe ser la misma en todas las clases y debera ser
de tal que el punto medio de cada intervalo tenga en mismo numero de digitos y precisién que los datos
originales.

d) Una vez definidos adecuadamente los intervalos proceda a contar los datos que se encuentren dentro
de su limite inferior y su limite superior, el nUmero de datos que caen dentro de dicho intervalo,
constituye la FRECUENCIA DE CLASE.

e) Tome en cuenta que cada dato solo pertenece solamente a una clase, por lo que no debe haber
ambigledad en su pertenencia a alguna clase.

f) El punto medio de cada intervalo es llamado LA MARCA DE CLASE y representara a todos los puntos
que caigan dentro del intervalo.

g) LA TABLA DE DISTRIBUCION DE FRECUENCIA se construye colocando en la primera columna (6
fila) los intervalos de clase y/o las marcas de clase y en la siguiente columna (6 fila) las frecuencias
correspondientes.
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EJEMPLOS
1. Obtenga la tabla de la distribucién de frecuencias para los datos siguientes.

NUMERO DE PERSONAS VIVIENDO EN UN GRANJAS

2 45 6 6 7 8 8 10
2 45 6 7 7 89 11
345 6 7 7 8 9 10 11
355 6 7 7 8 9 10 12
4 56 67 8 8 9 10 12

Por la naturaleza de los datos presentados en la tabla se puede optar por que cada uno de los valores: 2,
3,4,5,6,7,8,9,10 11 y 12 sean los “intervalos”, entonces

X 2 3 4 5 6 8 9 10 11 12

FR(X) |2 2 4 6 7 7 6 4 2 2

(2) Obtenga la tabla de la distribucion de frecuencias para los datos siguientes. Divida en 7 clases.

23 3.7 4.3 4.7 5.4
2.3 3.8 4.4 4.8 5.5
24 3.8 4.4 4.8 5.6
26 3.9 4.4 4.9 5.7
2.8 3.9 4.5 4.9 5.8
3.0 4.0 4.5 5.0 5.9
3.4 4.0 4.6 5.0 6.0
3.5 4.1 4.6 5.1 6.4
3.5 4.1 4.6 5.1 6.5
3.6 4.3 4.6 5.3 7.1
El rango es R =7.1-2.3=4.8.
Dividiendo el rango en N = 7 intervalos ancho =4.8/7=0.6857
Como el ancho tiene muchos digitos, el ancho se puede redefinir como ancho =0.7

Pero en este caso la longitud total de los intervalos es Longitud = (7) (0.7)=4.9

Esta longitud excede en 4.9 -4.8= 0.1 al rango, este excedente se puede repartir entre las clase
extremas, por ejemplo, el limite inferior de la primera clase es 2.25 y el superior 2.25+0.7= 2.95. Para la
segunda clase se considera como limite inferior el limite superior de la primera clase, su correspondiente
limite superior es 2.95+0.7= 3.65, el proceso anterior se repite para cada una de las clases posteriores.

Los resultados son colocados en la siguiente tabla
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Clases Marca de | Frecuencia
Clase FR(X)
2.25-2.95 2.6 5
2.95-3.65 3.3 5
3.65-4.35 4.0 11
4.35-5.05 4.7 16
5.05-5.75 5.4 6
5.75-6.45 6.1 5
6.45-7.15 6.8 2

Tabla 1. Distribucion de frecuencias problema 2

PRESENTACION GRAFICA DE DATOS.

HISTOGRAMA Y POLIGONO DE FRECUENCIAS

La tabla de distribucion de frecuencias puede ser utilizada para obtener una grafica en la cual se coloca
en el eje X los puntos medios de las clases y en el eje Y las correspondientes frecuencias de la clase.
La grafica descrita se conoce como HISTOGRAMA.

Un histograma se puede convertir en un POLIGONO DE FRECUENCIAS simplemente conectando los
puntos medios o0 marcas de clase con lineas rectas, pero es necesario agregar dos puntos medios
extras, uno correspondiente a una previa a la primera clase y con frecuencia cero y otro posterior a la
ultima clase con frecuencia cero.

OJIVA

Para algunas aplicaciones es requerido obtener la tabla de las FRECUENCIAS ACUMULADAS la cual
se obtiene sumando las frecuencias precedentes a cada una de las clases. La grafica de las clases vs
las frecuencias acumulas es conocida como OJIVA

EJEMPLOS

3. Utilice el resultado de problema (2) anterior para obtener el histograma, poligono de frecuencias y
ojiva.

SOLUCION: Primero se obtiene la frecuencia acumulada de los datos.

Clases Marca de | Frecuencia | Frecuencia

Clase FR(X) acumulada
2.25-2.95 2.6 5 5
2.95-3.65 3.3 5 10
3.65-4.35 4.0 11 21
4.35-5.05 4.7 16 37
5.05-5.75 5.4 6 43
5.75 -6.45 6.1 5 48
6.45-7.15 6.8 2 50

Tabla 1. Distribucion de frecuencias y frecuencias acumuladas ejemplo1
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A continuacion se presentan cada una de las graficas solicitadas a partir de los datos de la tabla anterior

Histogtrama
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Histograma del ejemplo 1

Poligono de frecuencias

frecuencia

Grafica del poligono de frecuencias del ejemplo 1

Las graficas anteriores representan a la distribucion de frecuencias, por lo que pueden ser representadas
juntas como se observa a continuacion.
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Histograma y Poligono de frecuencias
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Ojiva o grafica de las frecuencias acumuladas del problema 1
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Histograma de frecuencias relativas

Si se dividen las frecuencias obtenidas en la tabla de distribucion de frecuencias entre el total de datos
se obtiene la llamada LA TABLA DE DISTRIBUCION DE FRECUENCIA RELATIVA, y su respectiva
grafica se llama HISTOGRAMA DE FRECUENCIAS RELATIVAS. Lo anterior se puede aplicar también
a la tabla de frecuencias acumuladas obteniéndose LA TABLA DE FRECUENCIAS ACUMULADAS
RELATIVAS y su respectiva grafica se llama OJIVA DE FRECUENCIAS RELATIVAS. La ventaja del uso
de las frecuencias relativas es su inmediata relacion con la probabilidad, es decir, la frecuencia relativa
de una clase es la probabilidad de que los datos considerados se encuentren en dicho intervalo.

(2) A continuacién se muestran algunas de las graficas del problema 2 para el caso de frecuencias

relativas.

0.4

Histograma de frecuencia relativa

0.3

0.25

0.2

Frecuencia relativa

0.15

0.1

Histograma de frecuencias relativas del ejemplo 1
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4. Se realiza una investigacién a los vendedores de una cadena nacional de tiendas de departamentos
para determinar el patron de sus ingresos diarios. Se seleccionan una muestra aleatoria de 50
vendedores y se obtienen sus ingresos durante cierto dia.

53 57 58 61 61
63 64 66 67 68
69 70 71 72 73
74 74 74 74 77
77 77 78 81 79
79 79 81 78 81
82 82 83 83 84
85 85 86 87 87
88 90 90 90 90
92 93 94 96 97

a) Organice los datos en una tabla. Las clases son 52.5-57.5,57.5-62.5, 62.5-67.5,..,92.5-97.5

b) Conviértase en frecuencias relativas y relativas acumuladas. Obténgase el Histograma de frecuencias
relativas vy la ojiva de frecuencias relativas.

SOLUCION

A partir de los datos y las clases propuestas se determina la siguiente tabla.

Clases Marca de | Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia | Frecuencia
Clase FR(X) acumulada | relativa relativa

FR(X) acumulada
52.5-57.5 55 2 0.0400 0.0400
57.5-62.5 60 3 0.0600 0.1000
62.5- 67.5 65 4 0.0800 0.1800
67.5-72.5 70 5 14 0.1000 0.2800
725-775 75 8 22 0.1600 0.4400
77.5-825 80 10 32 0.2000 0.6400
82.5-87.5 85 8 40 0.1600 0.8000
87.5-92.5 90 6 46 0.1200 0.9200
925-97.5 95 4 50 0.0800 1.0000

Tabla 2. Distribucion de frecuencias, frecuencias acumuladas y relativas de ejemplo 2
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Histograma de frecuencia relativa
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MEDIDAS DE TENDENCIA CENTRAL
Las MEDIDAS TENDENCIA CENTRAL 6 DE CENTRALIZACION de tienen como objetivo es tratar de
localizar (6 encontrar) el centro de la distribuciéon. Las mas conocidas son la MEDIA ARITMETICA
MEDIANA y MODA.
Es costumbre representar algunas propiedades y definiciones mediante la notaciéon sigma:

N

da =a +a,+a;+..+ay

i=1
Como se puede observar es utilizada para representar la suma de de elementos también conocida como
serie. A continuacion se presentan algunas de las propiedades mas importantes, las cuales se utilizaran

posteriormente.

Propiedades de la notacion sigma

N N
Sean Zal y Zbl dos sumatorias y ¢ una constante, entonces:

i=1 i=1

N N N
a) Z(ai +b,)= Zai + Zb,.
i=1 i=1 i=1

MEDIA ARITMETICA, PROMEDIO X

La media aritmética, promedio o simplemente media es denotada por: X, es simplemente la suma de
todas las observaciones X4,X5, Xs,...,Xy, dividida entre el niumero N total de datos, esto es:

N
>,
)?:LN (1.1)

Es posible dar una justificacion matematica a la definicién anterior. Para tal fin, supongamos que se
define la funcién D(X) como a continuacion se indica

St@) =3 (X, ~a)

Donde X; son los datos y a es una constante, el menor valor de la funcion es S(a) =0, entonces

S(a):ﬁ:(Xi—a):O

Aplicando las propiedades de la notacién sigma

10
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Despejando a a

N
>,
a= i=1

N
La cual corresponde a la definicién del promedio.

Para datos agrupados se calcula la media mediante la ecuacion.

Zf(xi)xi

X (1.2)

S f(x)

La suma de las frecuencias individuales es igual al nimero total de datos, esto es

N=> fi(x)
i=1
Entonces
Zf(x[)xi
X=H— 1.3
IT; (1.3)
MEDIANA X

Para el caso de datos no agrupados, la mediana X , es el nimero que divide el conjunto de datos en

. N
dos partes iguales ? .

En el caso de datos agrupados, la mediana se define como el valor X que divide al histograma
correspondiente en dos partes con areas iguales. Para datos agrupados la mediana se pude obtener
mediante

~ N2 -CF(x,.)
X=L(x,)+ w (1.4)
F(x,)
Donde
L.(x,) Limite inferior de la clase que contiene a la mediana-

11
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Na
CF(x, )
F(x,)

w

MODA X

Mitad de los datos.

Frecuencia acumulada hasta la clase anterior a la que contiene a la mediana.

Frecuencia de la clase que contiene a la mediana.
Ancho de la clase.

La moda X es el valor que mas veces aparece en un conjunto de datos.

EJEMPLO

5. Determine media, mediana y moda para la distribucién de frecuencias siguiente y localice sobre el
histograma cada una de ellas sobre el histograma correspondiente.

SOLUCION

Clases X F(x)
52.5-57.5 55 2
57.5-62.5 60 3
62.5- 67.5 65 4
67.5-72.5 70 5
725-77.5 75 8
77.5-82.5 80 10
82.5-87.5 85 8
87.5-92.5 90 6
92.5-97.5 95 4

TOTAL 50

Es recomendable construir la tabla siguiente a partir de los datos dados:

Clases X F(x) X F(X)
52.5-57.5 55 2 110
57.5-62.5 60 3 180
62.5- 67.5 65 4 260
67.5-72.5 70 5 350
725-77.5 75 8 600

| 775-825 | 8 | 10 | 800 |
82.5-87.5 85 8 680
87.5-92.5 90 6 540
92.5-97.5 95 4 380
TOTAL 50 3900

La media se obtiene a partir de la definicion de datos agrupados

" £ (x)x,

X ==

N

3900
50

78

12
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La clase que contiene a la mediana se ha sombreado en la tabla anterior. La mediana se obtiene
aplicando la ecuacion para datos agrupados

N/ _CF(x, ) 50, 22
X=L(x,)+ "2 " w=T715+ Dy-22 5=79
F(x,)

La moda es simplemente X =80

La grafica siguiente muestra que las tres medidas de centralizacion, las cuales son muy cercanas entre
si y se localizan como debe ser en el centro del histograma.

Histograma de frecuencia relativa
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MEDIDA DE DISPERSION
DESVIACION TiPICA O ESTANDAR

La desviacion tipica 6 estandar: es la medida de dispersion mas representativa de un conjunto de
datos. .Se define utilizando como

g(xi _f)z 2

S, = (1.5)

N

La férmula anterior es conocida como desviacidn tipica 6 estandar sesgada

Para datos agrupados la féormula anterior se escribe como

13
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Zf(xi)(xi _x)z 2

Sy =| = (1.6)

VARIANZA

El valor de la desviacion estandar al cuadrado es conocido como la Varianza, esto es

Varianza = S*

Una forma alternativa par el calculo de la varianza y/o de la desviacidon estandar sesgada se obtiene
desarrollando la definiciéon dada, esto es

( i_i)z 1
50 20 L )

:;[(inz —Z2xif+2f2)
211/(in2 —2x).x, +x221)
:Zb(zxf —2%Nx - Nx’)

:;/inz -x’

Entonces

1 _
SN2 :NZ:)CIAZ—)C2 (1.7)
Notacion

. — 2 s g
Normalmente las letras latinas x,S,S°, etc., representan los estadisticos de una muestra y las letras

. — 2 T . g
griegas u,0,0°, etc., representan los estadisticos de una poblacion.

. . 2 . . . x . .
Existe una forma para la varianza muestral S~ que proporciona una estimacién mas precisa de la

varianza de la poblacion, en particular, cuando la muestra es pequena (N <36); es conocida como
varianza insesgada de la poblacién y se calcula mediante

SN 12 = Z(Xi _X-)z

1.8
] = (1.8)

14
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De aqui se calcula mediante la raiz cuadrada la desviacion estandar insesgada

1
(xi _x)z 2
S = ZN_l (1.9)

Procediendo de manera similar al caso sesgado se puede obtener una férmula directa para calcular la
varianza y/o desviacion estandar insesgada

S, l2 _ Z(X,-__X)2 :[ 1 1}2()552 —2xix+)?2)

- N

1
VR 7~ N/ N\
[
—

Por lo tanto

2
SNf:( ! sziz—(zxi) (1.10)

La desviacion estandar como se ha indicado anteriormente es una medida de la dispersion de los datos,
esta dispersion se mide a partir de la media de la distribucién de datos; por ejemplo, supéngase que se
comparan dos conjuntos de datos obtenidos a partir de la misma poblacion, los cuales tienen el mismo

nimero de datos (N, = N, ),el mismo promedio (X, =X,), entonces, si la desviaciéon del primer

conjunto es menor que la del segundo conjunto, (s, <s,), es posible afirmar que los datos del primer

conjunto se encuentran mas concentrados que los de la segundo y la altura del primer conjunto de datos
es mayor que la del segundo. La figura siguiente compara dos distribuciones continuas con las
caracteristicas descritas anteriormente.

15
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0.4r

0.351

Frecuencia

Comparacion de dos distribuciones de frecuencia con diferentes desviaciones estandar s, <,

La desviacion estandar se puede emplear también para medir las variaciones con respecto a la media
de los valores con respecto a la media. Un valor pequeno de la desviacion tipica 6 estandar indica una
mayor probabilidad de obtener un valor mas cercano a la media. Esta idea se expresa en un teorema
enunciado por el matematico ruso Tchebycheff.

Teorema de Tchebycheff

La proporcion de cualquier conjunto de valores que caera dentro k desviaciones tipicas a partir de la
media es al menos 1-1/k?, donde k es cualquier nimero mayor que 1.

Por ejemplo, para el caso de k = 2, el teorema anterior garantiza que sin importar como es la distribucion
de frecuencias, existe 1-1/2°=0.75 de los datos se encuentran dentro del intervalo comprendido por

[X 28, X+ 2S]. En la figura 1, se muestra la idea del teorema de Tchebycheff para k = 2..

Regla de la normal

En muchas ocasiones el histograma que representa la distribucion de frecuencia tiene una forma de
campana simeétrica, este tipo de distribucion puede ser comparada con una distribucion tedrica continua
llamada curva normal. Es posible aplicar las caracteristicas de la curva normal a este tipo de
distribuciones muestrales para determinar la proporcion de datos contenidos dentro de una, dos y tres
desviaciones estandar. A continuacion se enuncia la regla de la normal.

Para distribuciones de frecuencia simétricas en forma de campana, aproximadamente el 68 % de los
datos caeran en el intervalo [X—S,X+S], el 95 % de los datos caeran en el intervalo
[X —25,X +2S], ycasi el 100 % de los datos caeran en el intervalo [X —3S, X +3S].

16
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Histograma de frecuencia relativa
< Al menos 3/4 >
50 55 6( 65 70 75 80 85 90 95 100
4—Y—2S—>,\74— X +2s —»

Figura 1, Teorema de Tchebycheff proporcion de datos 1-1/k? para el caso k = 2.
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Figura 2, Regla de Normal. 68 % de los datos en el intervalo [)?—S,)?+S], el 95 % en
[X - 28, X +2S], ycasi el 100 % en [X — 35, X +35].
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EJEMPLOS

6. Determine la desviacion estandar sesgada e insesgada para el conjunto de datos siguientes.

X F(x)
55 2
60 3
65 4
70 5
75 8
80 10
85 8
90 6
95 4
50

SOLUCION

Es recomendable construir la tabla siguiente a partir de los datos dados:

X F(x) X F(X) X2 F(X)
55 2 110 6050
60 3 180 10800
65 4 260 16900
70 5 350 39200
75 8 600 45000
80 10 800 64000
85 8 680 57800
90 6 540 48600
95 4 380 36100

50 3900 309750

Utilizando los resultados de la tabla en las ecuaciones respectivas

] , 1 3900’
S =— Yl —x2=—(309750)—| = | =111

Sy =-/111=10.54

. (1 . Creox)) (o (3900) )
Sy, = (N_J D fl)x” - v = [ j{309750 —~ 50] =113.27

50-1

Sy =-/113.27 =10.64

18
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7. Obtenga la mediana para el conjunto de datos siguiente

53 57 58 61 61
63 64 66 67 68
69 70 71 72 73
74 74 74 74 77
77 77 78 81 79
79 79 81 78 81
82 82 83 83 84
85 85 86 87 87
88 90 90 90 90
92 93 94 96 97

SOLUCION

La mediana debe dividir los datos en la mitad, esto es en 25 datos a la izquierda y 25 a la derecha.
Puesto que los datos se encuentran acomodados en orden ascendente, se puede observar el dato X,5 =
79y eldato Xz =79, por lo tanto
¥ Xy + Xy _ 79+ 79 _79

2 2

8. Cierta tarde del sabado 30 estudiantes universitarios de primer semestre trabajaron.A continuacién se
muestra la distribucion de frecuencias de sus ganancias.
a) Obtenga la media, mediana y moda

b) Obtenga la desviacion estandar S, S,

Ganancia Frecuencia
X f(x)

10
15
20
25
30
35

w
Blo|w|o|o|n|N

SOLUCION

Primero se realiza la siguiente tabla a partir de la anterior

X f(x) xif(x;) f(xo)x;”
10 2 20 200

15 5 75 1125
20 9 180 3600
25 6 150 3750
30 3 90 2700
35 5 175 6125
by 30 690 17500
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Promedio

v 2 ()x; 690
N 30

=23

Mediana
De los datos de la tabla

Limite inferior de la clase Li(Xm) =17.5
Frecuencia acumulada hasta antes de la clase m

Frecuencia de la clase donde esta la mediana = 9

Ancho de la clase w=35
30
N/ _CF(x ) - =7
X=L(x)+ "2 "W =175+ 22—
F(x,)
Moda

El valor con mayor frecuencia es £ = 20

Desviacion estandar sesgada

CF(x,_,) m=7
F(x,)

(5)=22.22

S = ;]Zf(xi )x, —x> = 310(17500)—(23)2 =54.33

Entonces S =-/54.33 =737

Desviacion estandar insesgada

(Zf(x)x,-)z ~ 17500_?

(690)*

1 2
St =— x)x,” — =
= S =

Porlotanto S, , =-/56.21 =7.50

30-1

=56.21

GONZALO GALVEZ COYT

9. Las mediciones en la escala de Richter correspondientes a los 50 terremotos mas recientes en el

mundo son dadas en la tabla.

a) Constrayanse una distribucion de frecuencias con limites de clase de 2.25 a 2.75, 2.75 a 3.25, etc.

b) Tracense el histograma y poligono de frecuencias

(c) Obtenga la media, mediana y moda
(d) Obtenga la desviacion estandar S, S,
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2.3 3.7 4.3 4.7 54
23 3.8 4.4 4.8 5.5
24 3.8 4.4 4.8 5.6
2.6 3.9 4.4 4.9 5.7
2.8 3.9 4.5 4.9 5.8
3.0 4.0 4.5 5.0 5.9
3.4 4.0 4.6 5.0 6.0
3.5 4.1 4.6 5.1 6.4
3.5 4.1 4.6 5.1 6.5
3.6 4.3 4.6 5.3 7.1

SOLUCION

(a) Utilizando las clases sugeridas se determinan las respectivas marcas de clase, frecuencias y se
evaltian de xf(x) y x* f(x), acomodando los resultados en la siguiente tabla

clase X f(x) x(f(x)) X (f(x))
2.25-2.95 2.6 5 13 33.8
2.95-3.65 3.3 5 16.5 54.45
3.65-4.35 4.0 11 44 17.6
4.35-5.05 4.7 16 75.2 353.44
5.05-5.75 5.4 7 37.8 204.12
5.75-6.45 6.1 4 24.4 148.84
6.45-7.15 6.8 2 13.6 92.48

z 50 224.5 1106.313

(b) Histograma y poligono de frecuencias.

Histograma y Poligono de frecuencias

20

18

16

14

12

10

frecuencia
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(b) A partir de los datos de la tabla de frecuencia se puede determinar los estadisticos solicitados

Media
\xi

o 2 (M(xi) 2245 449 449
N 50 16

Moda =47

Mediana

Para los datos no agrupados

dato ﬁ + dato E+1
2 2 _4.5+4.5_45

2 2

X =

Para los datos agrupados

50

N/ _CF(x,) - 21
A "W =435+ 2
F(x,)

X=L(x,)+ (0.7)=4.54

Desviacion estandar sesgada
Sy = ;]Zf,.(xi)xiz —-x’ = 510(1063.13)—(4.49)2 =1.1025
i=1

Entonces

S =+/1.1025 =1.05

Desviacion estandar insesgada

(1 . Erme)) | (22451 )|
Sy _[N_J D f)x - _(5 ]{1063.13—(50 =1.125

N

Por lo tanto

S, =-/1.125 =1.0606

10. Supdngase que cierto conjunto de observaciones tiene una x =100 y una $?%= 225
Conteste las siguientes preguntas, de acuerdo al teorema de Tchebycheff.

a) ¢ Al menos qué porcentaje de todas las observaciones caera entre 70 y 1307?
b) ¢A menos que porcentaje de las observaciones caera entre 25y 1757
SOLUCION

a) De los datos se obtiene x=100 §=15
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En general el valor de k correspondiente a un valor X cualquiera se puede determinar a partir de la
X—-Xx
S

ecuacion k=

_ 70-100 130-100
Los valores de k correspondientes a 70y a 130 son k, = T =2y k,= T =2

Es un intervalo simétrico a partir de la media con k =2. De acuerdo al teorema de Tchebycheff

Proporcién al menos = (1 - lzjl 00 = (1 - 12]1 00 =75%
k 2

(b) Procediendo de manera similar al inciso anterior, los valores de k correspondientes a 25y a 175 son
25-100 175-100
k1=7:_5y k2=7=5

15 15
Es un intervalo simétrico a partir de la media con k =5. De acuerdo al teorema de Tchebycheff

Proporcién al menos = (1 - lzjl 00 = (1 - lzjl 00 =96 %
k 5

11. De acuerdo con la regla normal ¢, Cual es la proporcién aproximada de un conjunto de observaciones
que caera por debajo de x — 28

SOLUCION

De acuerdo a la regla de la Normal dentro del intervalo [)? -28,x+ 2S] hay aproximadamente el 95 %

de los datos, quedando fuera el 5 %, pero como solo se consideran los que estan por debajo de X — 25
esto corresponde a la mitad, o sea al 2.5% 6 equivalentemente a 0.0250 de los datos.

12. Una muestra de 100 trabajadores tiene una produccién promedio por hora de 60 unidades y una
desviacion tipica de 10 unidades. De acuerdo con la regla de la normal, ;aproximadamente cuantos
trabajadores tienen una produccién entre 40 y 80 unidades?

SOLUCION

X—-X
S

El numero de desviaciones estandar a partir de la media se puede determinar con k =

Del problema x =60 y S =10 entonces, para los valores de 40 y 80 se tiene que

_40-60 —2yk - 80-60 _
10 10

, 2

Lo cual corresponde a dos desviaciones a la izquierda y a la derecha del promedio, que de acuerdo a la
regla de la normal corresponde al 95 % de los datos 6 al 0.95 del total de datos, por lo tanto

Numero de trabajadores = Total x Fraccion

N=100x0.95=95
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Unidad Il Probabilidad

CONJUNTOS Y ALGEBRA DE CONJUNTOS

DEFINICION DE CONJUNTO.
Conceptos basicos de la teoria de conjuntos:
CONJUNTO: es una coleccion de objetos, datos, que pueden cumplir una o varias condiciones.

Notacion de conjunto: cominmente se representa a los conjuntos mediante letras mayusculas A, B, C,
U ZW, o, Q

ELEMENTO: en un Unico objeto o dato que es parte de un conjunto

Notacion de elemento: los elementos se denotan con letras minudsculas a, b, ¢, o, ¢, v, w, 6
Los conjuntos pueden describirse de dos maneras, de forma explicita y /o implicita.

La forma explicita corresponde cuando los elementos del conjunto son mostrados directamente
EJEMPLO

A={a, e i, 0, u}

B={1,2,3,4,586,...}

C={.-4,-20,2406,..}

La forma implicita corresponde cuando los elementos del conjunto no son mostrados directamente y son
definidos mediante una condicién o condiciones.

A = {x.] x es una vocal del abecedario}

B = {x.| x es un ndmero natural}

C = {x.| x es un numero par}

El CONJUNTO UNIVERSO denotado generalmente por U es el conjunto mas grande que es utilizado
en un problema particular y contiene a todos los elementos.

En el ambito de la Estadistica se relaciona directamente el conjunto universo con la poblacion y el caso
de la Probabilidad con el lamado espacio muestral.

Se dice que un elemento x pertenece a un conjunto A si x es parte del conjunto A.
Notacion: X €A

En forma grafica la condicidn se representa mediante el diagrama siguiente
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Si x no pertenece a un conjunto A, entonces x no es parte del conjunto A.

Notacion: X ¢A.

Un conjunto es finito si se pueden contar sus elementos, esto es, existe un numero total de elementos.
#A=n

Si el # A= o entonces el conjunto es infinito.

Se dice que un conjunto B esta CONTENIDO en un conjunto A 6 es SUBCONJUNTO de A si y solo si
todo elemento x € B, x también x € A.

Notacion: BcA.
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Para facilitar la escritura de algunas expresiones matematicas a continuacién se presentan algunos
simbolos y su significado

Para todo.
Siy solo si.
Entonces.
Existe.

Por lo tanto.

Wwypa

La definicion de CONTENIDO o CONTENCION anterior se puede escribir como:

BcAoVxeB,xed

Si algin xe B pero x ¢ A entonces se dird que B NO ESTA CONTENIDO A 6 que B no es
SUBCONJUNTO de A. En forma compacta: dxe B xgd - Bag A

Notacion: B « A.

ALGEBRA DE CONJUNTOS (OPERACIONES BASICAS)

Las operaciones entre conjuntos permiten obtener nuevos conjuntos a partir de conjuntos mas simples 6
representar conjuntos complejos mediante conjuntos mas simples.

Todas las operaciones que se define a continuacién son de gran importancia para el desarrollo de la
probabilidad, por lo que se recomienda aprenderlas y aplicarlas correctamente cada una de ellas.

Cabe mencionar que estas operaciones no se deben comparar con las operaciones algebraicas entre
numeros como son la suma, resta y multiplicacion-

UNION DE CONJUNTOS
AUB = {x| xer'xeB}

Notacién: AUB
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EJEMPLO

A= {a,b,c,d}
B={a,b,c,d,f,g,h}
C=4AUB= {a,b,c,d,f,g,h}
INTERSECCION DE CONJUNTOS
AmB:{x‘ xed y xeB}

Notacién: ANB

EJEMPLO

A= {a,b,c,d}
B={a,b,c,d, f,g,h}
AnB={c,d}

COMPLEMENTO
A° ={x‘x§£A y er}

Notacioén: A°
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Complemento relativo:

B/A={x|xeB y xeA}

Notacioén: A°

o

EJEMPLO

Utilizando los conjuntos anteriores

B/A={}=®
A/B={g, f,h}

Siendo @ = { } conjunto vacio

A partir de las operaciones anteriores entre conjuntos se pueden definir y obtener nuevas propiedades
entre conjuntos, las cuales seran utilizadas en secciones posteriores y en particular en el tema de
probabilidad.

Se dice que dos conjuntos A y B son AJENOS sisolosi ANB =0,

U
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PROPIEDADES BASICASDE LOS CONJUNTOS

Sean A, B dos conjuntos generales dentro de un conjunto universo U entonces se cumplen las
siguientes condiciones

a) AUA=A
b) ANA=A

c) AUA°=U

d) ANA =D

e) U= o

f) ®°=U

g) Avd=0

h) ANDd=0

i) A=(ANB)uU (AN B°%
Si B c A. entonces:

i) AUB=A

k) ANB=B

Leyes conmutativas

) AUB=BUA

m) ANnB=B NA

Leyes distributivas

n) Au(BNnC)=(AuB) Nn(AUC)
0) ANn(BuC)=(AnB) U(ANC)
Leyes de Morgan

9)) (AUB)'=A° NB°

q) (ANB)Y=A° UB°

29



APUNTES DE ESTADISTICA GONZALO GALVEZ COYT

EXPERIMENTOS PROBABILISTICOS Y DETERMINISTICOS
Como ya se ha mencionado en la unidad anterior:
Un EXPERIMENTO ES DETERMINISTICO si al realizarse bajo las mismas condiciones se obtiene

invariablemente en mismo resultado o dato, en el caso de que se obtenga resultados o datos diferentes
se dira que el es un EXPERIMENTO PROBABILISTICO 6 ALEATORIO.

POBLACION MUESTRA, EVENTOS

A continuacion se dan nuevamente las definiciones de poblacion, muestra y eventos.

La POBLACION es el conjunto total de datos que se obtienen al realizar un experimento.

La MUESTRA es una parte 6 subconjunto de la poblacién.

Los EVENTOS estan formados generalmente por muestras a las cuales se les pide que cumplan con
alguna condicion o condiciones.

Teoria elemental del muestreo

La toma de datos 6 muestras de un experimento aleatorio en general se debe realizar de tal manera que
todos los posibles resultados del experimento tenga la misma oportunidad ¢ probabilidad de se elegidos,
lo anterior constituye el PRINCIPIO FUNDAMENTAL DEL MUESTREO.

El principio anterior es conocido también como MUESTREO AL AZAR y tiene la finalidad de obtener una
muestra lo mas representativa del experimento.

El muestreo al azar se puede realizar de dos maneras CON REEMPLAZO y SIN REEMPLAZO.

En el caso de reemplazo una vez elegido un objeto este es regresado de nuevo al conjunto y por lo
tanto puede ser nuevamente seleccionado, por otra parte si el muestreo se lleva a cabo sin reemplazo
el objeto que es seleccionado no se regresa al conjunto y por lo tanto nunca mas podra se seleccionado.
En aplicaciones practicas aparecen ambos tipos de muestreo.

Para efectuar un muestreo adecuado se debe evitar posibles tendencias al realizar un experimento, por
ejemplo, para la eleccion de muestras de un lote se puede recurrir a tablas é programas que generan
numeros aleatorios para evitar tendencias y realizar una correcta seleccion de las muestras

El muestreo de datos se puede realizar al azar con o sin reemplazo

El estudio de la Probabilidad permite dar una respuesta a problema de la eleccion adecuada de cuando
una muestra es representativa de un experimento aleatorio o poblacion.

ESPACIO MUESTRAL

El ESPACIO MUESTRAL es el conjunto de todos los resultados posibles de un evento aleatorio 6
probabilistico.

Normalmente el espacio muestral se representa por la letra S y en términos de conjuntos es el
equivalente al conjunto universo.

Un EVENTO O SUCESQO: es un subconjunto del espacio muestral.
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DEFINICION DE PROBABILIDAD

La PROBABILIDAD DE UN EVENTO se puede definir en el caso de conjuntos finitos como:

P(E) = m

N (E):= numero de elementos independientes de E.
N (S). = numero total de elementos independientes.

En algunos casos sencillos es posible conocer facilmente el nimero total de elementos que conforman
cada uno de los conjuntos, sin embargo, esto no es posible para la mayoria de los demas caso, por lo
que es conveniente recurrir en principio a las técnicas de conteo para determinar las probabilidad.
TECNICAS DE CONTEO

PRINCIPIO FUNDAMENTAL DEL CONTEO.

Si un evento n, se puede realizar de N, formas y otro evento se puede realizar de N, formas, entonces el
evento conjunto se puede realizar de N1.N, formas.

N = N1.N2 (21)
El principio fundamental del conteo se puede representar graficamente mediante el llamado diagrama
de arbol. Cada trayectoria en el diagrama de arbol representa un posible resultado o forma de realizarse

el experimento.

En la figura 1 se muestra el diagrama de arbol para el caso de N1=4 y N2 = 2, con lo que se obtienen
N1*N2=4*2= 8 trayectorias 6 formas

Por otra parte el principio fundamental del conteo se puede generalizar a k eventos, esto es, si el evento

i puede ocurrir de Ni formas, entonces el evento total conjunto de los k eventos, se puede realizar de
N4.No>_ Ni...... Nk formas.

N1 N2

/..

/—P.

- >

»
»

—>-a»
w-
-

Figura 1. Diagrama de arbol que representa el principio fundamental del conteo N1*N2=4*2= 8
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EJEMPLOS

1. Determine el nimero total de combinaciones de un candado formado por formado por 3 discos
giratorios y cada uno de los cuales puede ser colocado en los numeros 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9.
Combinacion de un candado.

SOLUCION

De acuerdo a los indicado en el problema cada uno de los discos pude ser colocado en 10 formas, esto
es N1=10; N2=10, y N3=10. Aplicando el principio fundamental del conteo se obtiene:

10 10 10 =10 =1000 combinaciones

2. Una moneda es arrojada 2 veces consecutivas. Obtenga el espacio muestral del conjunto.
SOLUCION

Una moneda tiene dos resultados posibles, Aguila (A) 6 Sol (S), si la moneda es arrojada dos veces
entonces

N = N1*N2 = 2*2 = 4 eventos independientes
Cada uno de los eventos individuales se muestran a continuacion:

S={(AA), (A.S), (S,A), (S.S)}

3. Un experimento consiste en arrojar una moneda 4 veces, listense todas las posibilidades:
SOLUCION

El niimero total de posibles eventos independientes es  N=(2, 2, 2, 2)= 2*=16
Puede utilizarse un diagrama de arbol para listar correctamente todas las posibilidades, estas son:

w o 0o on>>>>
w>n>0n>0n>
O OO nnon
w0 non>>>>

wn>>>0non>>
mw > n > n > oun >

wn>>>0non>>

> r > > P > > >
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4. Obtenga el numero total de eventos independientes que se obtiene al arrojar una moneda 5 veces
consecutivas.

SOLUCION
En cada uno de los 5 casos de arrojar una moneda esta puede tener solamente dos resultados posibles,
Aguila (A). 6 Sol (S), entonces:

2 |2 2 2 2 =2° =32 posibles

5. Obtenga el espacio muestral que se genera al arrojar un dado 2 veces
SOLUCION

El dado tiene 6 caras y por lo tanto existen 6 posibilidades para cada vez que es arrojado, entonces
como es arrojado 2 veces:

6 6 =62 =36 resultados

Los eventos independientes pueden obtenerse facilmente mediante un diagrama de arbol.

S ={(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1,6), (2,1), (2.2), (2,3), (2,:4), (2,5), (2,6), (3,1), (3,2), (3,3), (3,4), (3,5),
(3.6), (4,1), (4,2), (4,3), (4,4), (4,5), (4,6), (5.1), (5,2), (5,3), (5.4), (5,5), (5,6), (6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5),
(6.6) }

6. Determine el niUmero posible de combinacion de placas validas si la placa esta formada por 3 niUmeros
consecutivos y 3 letras del abecedario.

SOLUCION

Existen 10 posibilidades para cada uno de los numeros y 26 posibilidades para cada una de las letras
(no se incluyen letras dobles RR, CH, LL y la letra N), entonces:

METODO |
Nuameros Letras Placas
10 10 10 26 26 26 =(10%) (26°)

En el calculo anterior se han incluido placas que no existen para fines practicos, por ejemplo:

La placa

0 0 0 A A A No existe

En general las placas no pueden tener un cero o ceros antes que un ndamero diferente de cero.
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Por otra parte no existen las placas

0 num num letra letra letra No existen
1 9 10 26 26 26 = (90)(263)
0 0 num letra letra letra No existen
1 1 9 26 26 26 =(9)(26°)
0 0 0 letra letra letra No existen
1 1 1 26 26 26 =26°

Numero de placas no validas =

Entonces

Numero de placas validad =Numero total - Numero de placas no validas.
= (10°) (26°)- (100) (26°) = (900)( 26°)= 15 818 400 placas.

METODO II

La primer casilla de numero no puede ser cero, por lo tanto se reduce sus posibles valores a N1=9
Manteniéndose los demas valores iguales al método |

Numeros

GONZALO GALVEZ COYT

(90)(26°)+ (9)(26°)+ 26°=(10%)(26°)=(100) (26°)

Letras

Placas

9 10

10

26

26

26

=(900) (26°)

Numero de placas no validas

(900) (26°) = 15 818 400 placas.

El principio fundamental del conteo permite obtener férmulas matematicas para algunos casos generales
que ocurren comunmente en aplicaciones practicas, como son, las permutaciones y las combinaciones

PERMUTACIONES

La permutacion aparece cuando se tienen N objetos DISTINGUIBLES SIN REEMPLAZO y estos pueden
ocupar r lugares o posiciones. Lo anterior se representa graficamente como

Lugar 1

Lugar 2

Lugar 1

Lugar 1

Lugarr
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Aplicando el principio fundamental del conteo y recordando que en el primer lugar pude ser ocupado por
los n objetos, el segundo lugar por los N-1 restantes y asi sucesivamente hasta el lugar r donde
solamente puede ser ocupado por n-r objetos

n n-1

n-2

n-3

n-r+1

Permutaciones = n(n-1)(n-2)(n-3)(n.-r+1)

Existe un caso particular en el cual en nimero de objetos n es igual al nUmero de posiciones que pueden
ocupar, esto es, r = n. por lo tanto el producto anterior se convierte en el producto de los enteros

consecutivos del 1 al n.

n n-1

Permutaciones = n(n-1)(n-2)(n-3)(n.-r)...1

Este producto particular es conocido como el FACTORIAL

n! = n(n-1)(n-2)(n-3)(n.-r)

Propiedades elementales del factorial
(@) n!'(n+1) =(n+1)!

(b) 01=1

Las permutaciones para n objetos ocupando r lugares 6 casillas pueden definirse en términos del
factorial y sus propiedades anteriores como;

nPr=

EJEMPLOS

7. Mostrar que la definicion de las permutaciones en términos de factoriales es correcta

SOLUCION

Partiendo de la definiciéon dada

n—r)!

no_ nn=-1)(n-2)--(n—r+H)(n-r)---3-2-1

nPr=

(n—r)! (n-ry(n-r—-1)---3-2-1

Simplificando términos

nPrzL!:n(n—l)(n—2)---(n—r+1)

(n—r)

para el caso particularde n=r
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n! n!

P = - = — ==
R T

n!

8. Determinar cuantas formas hay de acomodar las letra A,B,C sin reemplazo en tres lugares
consecutivos. Muestre explicitamente cuales son estas posibilidades.

Para el problema n =3 y r =3,

3P3=31=1-2-3=6

Explicitamente las permutaciones se pueden obtener a partir del diagrama de arbol siguiente

______——> B — C
T,
c — B

T A —> C

(A,B,C), (A,C,B), (B,A,C), (B,C,A), (C,AB)y(C,BA)

9. Utilizando el problema anterior determine ¢en cuantos casos las letra A y B permanecen juntas en
todo momento?

SOLUCION

METODO |

Directamente del problema anterior se pueden observar directamente que los casos que cumplen que A
y B estén siempre juntas son:

(A,B,C), (B,A,C), (C,AB)y(C,B,A), esto es, solo hay 4 casos

METODO Il (formacién de bloques)

Si las letras A y B deben permanecer juntas, entonces ambas forman un bloque, con lo cual el bloque en
conjunto se pude considerar como un “elemento”, en términos de permutaciones n =2 r =2

Blogue letra
A B C
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Pero en el bloque formado por las letras A, B estas puede permutarse y mantenerse juntas entre si, por
los que hay que tomar en cuenta esta posibilidad donde también n =2 r =2

B A C

2 1 =2!

Sumando las posibilidades anteriores se tiene TOTAL = 2! + 2! = 2+ 2 =4 permutaciones

En términos de notacion de permutaciones: TOTAL = 2P2* 2P2= 2! + 2! = 2+ 2 =4 permutaciones

10. ¢De cuantas formas se pueden acomodar 10 libros distintos en un estante
SOLUCION

Aplicando el principio fundamental del conteo

10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 =10!=3 628 800

Mediante permutaciones n =10 y r =10, entonces

10P10=10'=3628 800 Formas

11. Se tienen 8 libros 3 de matematicas, 3 de fisica y 2 de biologia.
¢De cuantas maneras se pueden acomodar de tal manera que los libros de cada materia queden
siempre juntos?

SOLUCION

Los tipos de libros para mantenerse juntos forman bloques de cada tipo, por lo que hay tres bloques, los
cuales se pueden acomodar de las siguientes N1 = 3P3 =3!

Bloque 1 : bloque 2 : bloque e

Supodngase ahora que se tiene por ejemplo el siguiente acomodo particular de los bloques

|3 21 =31 31 2!

Matematicas Fisica Biologia

Dentro de cada bloque se pueden permutar los libros de cada seccién y tal como se observa se tendrian
N2= (3P3)( 3P3)(2P1) =3! 3! 2! Permutaciones

Aplicando el principio fundamental de conteo en nimero total es
N2= 3P3+ 3P3+ =3!

N= N1 N2= 3! (3! 3! 2!1)=432
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12. Diez personas se encuentran esperando ser atendidas en una oficina de gobierno, pero la secretaria
les informa que solo se atenderan a seis personas, jcudl es la cantidad de posibles opciones para
atender a las personas?

SOLUCION

Para este problema se tienen n =10 personas y solo se cuenta con r = 6 lugares, entonces

10! 10! .
m = Z =151 200 opciones

N= nPr = 10P6 =
COMBINACIONES

Para entender las como se obtienen las combinaciones primero hay que observar lo que sucede cuando
los objetos que son considerados distinguibles se transforman en indistinguibles.

Como ejemplo considere las permutaciones de las letras A, B, C y posteriormente hagamos que A =B

A, B, C diferentes A =B, C diferente reduccion
A B C A A C )
A, C, A, C, A A A C
B, C, A A, C, A > A C, A
B, A C A, A C C, A A
C, A B C, A A
C B A C, A A J

Las permutaciones se reducen a 3 casos unicamente.

Si ahora se las tres letras son indistinguibles entre si 6 equivalentemente A=B=C

A, B, C diferentes A=B=C reduccion
A B C A A A )
A, C, A A A ,
B, C, A A A A > A A A
B, A C A A A , ,
C, A B A A A
C B A a, A A J

Las permutaciones se reducen a 1 caso Unicamente.

Utilizando los ejemplos anteriores es posible deducir una formula simple. Si se tienen n objetos que
pueden ocupar r lugares y entre ellos hay |, objetos indistinguibles, I, objetos indistinguibles,..., I,
objetos indistinguibles, que cumplen |, + I, +....+ Iy =n, entonces en numero total de permutaciones se
reduce a:
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P
N=_ """ 2.4)
IRV A
1.2,
Para el primercaso n=r, 11=2 N:%:1_3:3
3
Para el segundo caso n=r, |1=3 N=§:l

EJEMPLO

13. Se tienen 8 libros, 3 de matematicas, 3 de fisica y 2 de biologia. Si los 3 libros de matematicas son
iguales y los 2 de biologia son iguales ¢ Cuantas formas posibles existen de acomodarlos en un librero?

SOLUCION

De acuerdo a los datos del problema, n=8 libros , |; = 3 libros de matematicas iguales, I, = 2 libros de
biologia iguales, entonces

8l 12345678
3120 12312

=3360

Las COMBINACIONES de n objetos en r lugares se obtiene cuando en una permutaciéon de estos
objetos la posicidn relativa no importa a pesar de ser diferentes entre ellos, por ejemplo todas las
permutaciones (A,B,C), (A,C,B), (B,A,C), (B,C,A), (C,A,B)y (C,B,A) son equivalentes a (A,B,C), en este
caso se puede considerar que existe un conjunto con [/ =r objetos iguales por lo tanto utilizando la
féormula (2.4)

nPr n!

nCr = (2.5)

"o (n=r)r

Las combinaciones pueden escribirse también como
n n!
r) (m=r)r

14. Un contratista de construccion ofrece casas con cinco distintos tipos de distribucién, tres tipos de
techo y dos tipos de alfombrado. ¢ De cuantas formas diferentes puede un comprador elegir una casa?

EJEMPLOS

SOLUCION

Hay N1= 5 distribuciones N2= 3 tipos de techos y N3= 2 tipos de alfombra, entonces, aplicando el
principio fundamental del conteo

= ‘N1 ‘NZ ‘NB ‘= ‘5 ‘3 ‘2 ‘=30 elecciones de casa diferentes
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15. Se tiran seis dados. ;De cuantas formas diferentes pueden quedar las caras hacia arriba?
SOLUCION

Hay 6 posibles resultados de cara para cada uno de los 6 dados, entonces, aplicando el principio
fundamental del conteo

IN= 16 6 |6 |6 |6 |6 | =6°=46656formas diferentes

16. Las placas de matricula de automodviles emitidas por cierto estado tienen dos letras seguidas por tres
digitos. ¢ Cuantas placas diferentes pueden emitirse si no hay restricciones?

SOLUCION
Para las letras hay 26 posibles resultados y para los niumeros hay 10 posibles valores, por lo tanto
mediante el principio fundamental del conteo

_Letra letra Num Num Num
26 26 10 10 10  =26°10°=676000

17. Una clase consiste en diez estudiantes. ¢De cuantas formas puede seleccionarse un comité de tres
estudiantes

SOLUCION
Este problema corresponde a un caso clasico de combinaciones donde n =10 estudiantes, r = 3
estudiantes, entonces

!
o Lo
(10-3)13!

==120 comités.

18. Un club consta de 30 miembros. 15 blancos, 10 negros y 5 de otras razas. Debe formarse un
comité de 6 miembros. Si los 3 grupos deben estar representados, con proporciones iguales, ¢de
cuantas formas puede hacerse esto?

SOLUCION

Los 30 miembros son divididos en 3 clases:15 blancos, 10 negros, 5 de otros

Como las proporciones deben de ser iguales y el comité esta formado por 6 miembros a cada clase le
corresponden 2 miembros para el comité

15 15!
Se pueden elegir = ———— =105 comités de blancos
2 (15-2)!2!
10 10!
=————— =45 comités de blancos
2 (10-2)12!
5 5!
=————— =10 comités de otros
2) 3-2)2

Un posible caso de de comité es

2 blancos 2 negros 2 de otros

IN= 105 |45 10 |=47250 comités
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19. En una clase de 30 estudiantes, hay 20 hombres y 10 mujeres.

a. ¢, De cuantas formas puede seleccionarse un comité de tres hombres y dos mujeres?

b ¢De cuantas formas puede seleccionarse un comité de cinco estudiantes?

c. ¢De cuantas formas puede seleccionarse un comité de cinco estudiantes si los cinco deben de
ser del mismo sexo?

SOLUCION

a. Procediendo como en el problema anterior

3 hombres de 20 | 2 mujeres de 10
20
N=
3
b. Hay n = 30 estudiantes para ocupar r = 5 lugares

n 30 30!
= ————— =142 506 comités.
r 5 )J(B0-=-5)5!

c. Puede haber un comité formado por 5 hombres 6 un comité formado por 5 mujeres, entonces el
resultado es la suma de cada uno de los casos

10
(2 j = (1140)(45)= 51 300 comités

5 hombres de 20 5 mujeres de 10

20 10
N= 3 + ) = 15504+ 45= 15 549 comités

20. Una "mano de podker" consiste en 5 naipes sacados de una baraja ordinaria 52 naipes.
¢, Cuantas manos diferentes pueden formarse a partir de la baraja completa?

SOLUCION

Se tiene n = 52 naipes para seleccionar una combinacion r = 5, entonces

52!
nCr == —————— =2 598.960 manos
(52-5)!5!

La probabilidad de un evento se definié en parrafos anteriores como:

P(E) = ]I,g;

N. (E):= numero de elementos independientes de E.
N. (S) = numero total de elementos independientes.
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Es de mencionar que la definicidn anterior estda dada particularmente para conjuntos finitos y existen
otras definiciones para conjuntos infinitos, por ejemplo par el caso de conjuntos representados mediante
areas, la probabilidad se puede definir como el cociente de el area que representa al evento E entre el
area total que representa al espacio muestral.

La probabilidad se puede interpretar como la medida de la ocurrencia de un evento que es parte de un
evento E que es parte de un espacio muestral 6 experimento aleatorio.

EJEMPLOS

21. En una votacién preliminar simulada para determinar la probabilidad de cierto candidato para la
presidencia de los E.U.A., se encontré que 495 de 1000 votantes seleccionados aleatériamente estan a
favor de dicho candidato. ¢Cual es la probabilidad de que cualquiera de los votantes favorezca a este
candidato?

SOLUCION
N (S)= 1000y N (E)=495 entonces aplicando la definicion directa de la probabilidad

P= 95 _ 0.495

1000

22. Supoéngase que estadisticas recopiladas por la oficina meteorolégica de Los Angeles muestran que
ha llovido durante el desfile de las Rosas en Pasadena 14 veces durante los ultimos 80 afos.

a. ¢, Cual es la probabilidad de que llueva durante el desfile de las Rosas el proximo dia de afio nuevo?

b. ¢ Cual es la probabilidad de que no llueva?

SOLUCION

Si E={x] xesun afo lluvioso el dia del desfile de las Rosas}, entonces
E°={x | x es un afio no lluvioso el dia del desfile de las Rosas},

Como N (E)=14, entonces N (E°)= 80-14= 66

a) PE)=VE)_14_ 7
N(S) 80 40
y P NE)_66_3
N(S) 80 40

23. Un club tiene 30 miembros: 25 hombres y 5 mujeres. Va a constituirse un comité de 5 miembros.
¢, Cual es la probabilidad de que las 5 mujeres se incluyan en el comité, si los miembros de éste se
seleccionan aleatériamente?

SOLUCION

El nimero total de comités con r = 5 miembros que se pueden formar con n = 30 miembros es

N(S)= 30C5= 142 506

El nimero de comités con r =5 mujeres que se pueden formar con n = 5 mujeres es

N(E)= 5C5= 1
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Por lo tanto

CN(E) 1
T N(S) 142506

P(E)

24. Sea el espacio muestral S = {arrojan una moneda legal 8 veces} y sea el evento E = {Salen 5 aguilas
exactamente}. Determine la probabilidad P (E).

SOLUCION

El nimero de elementos que forman el espacio muestral es:

N(S) = 2 |2 2 |2 2 |2 |2 |2 i=2%=256

Un esquema de un elemento del evento E es mostrado a continuacion

A A A A A IS is s

Para determinar el nimero total de elementos que forman el evento E se puede aplicar la ecuacion 4,
en la cual se consideraque n=8, r=8, [1=5 y 12=3.

|
N(E) = nPr_ 8l _
I, 53!
Entonces
pgy=ME)_ 56 _ 7
N(S) 256 32

25. Una tienda de aparatos de sonido acaba de recibir un embarque de diez nuevos aparatos, siete de
modelo X y tres de modelo Y. Si se venden aleatériamente cuatro aparatos, ¢,cual es la probabilidad de
que se vendan dos de cada modelo?

SOLUCION
Hay ny =7 aparatos tipo X, n, = 3 aparatos tipo Y, se seleccionan r = 4 aparatos, n = n,+ n,=7.
Sea E el es evento de que se vendan dos de cada modelo 6 equivalentemente dos aparatos del modelo

Xy dos aparatos del modelo Y, el evento puede representarse como: [X, X, Y, Y]

Se deben de elegir r, = 2 aparatos tipo x de 7 existentes y r, = 2 aparatos tipo Y de 3 existentes,
entonces,

NE)=|" CR IR 3 I— 216 )63
(E)= ro\r )2 2j_(7—2)!2!(3—2)!21_( 18

y

N(S)= T 10 —710! =210
=1, )74 S (10-4)4
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por lo tanto
P(E):N(E): 63 _ 3
N(S) 210 10

26. Debe seleccionarse un comité de tres personas del consejo directivo de una compafia. El consejo
consta de quince miembros, un tercio de los cuales son mujeres y dos tercios hombres. ;Cual es la
probabilidad de que las tres personas del comité sean todas del mismo sexo?

SOLUCION

De acuerdo a los datos n =15 personas, ny = 10 hombres y ny = 5 mujeres, se debe selecciona un
comité r = 3 personas

Sean los conjuntos A = {comité de 3 mujeres} y B ={ comité de 3 hombres} entonces
C ={ en comité de personas del mismo sexo}= {las tres personas sean mujeres o sean hombres }
C=AuB

Puesto que A n B =® se tiene que N(C) = N(A) + N(B)

n | |
vy =" el = % 4504 40 2130 comites
r r (10-3)3 (5-3)3!

y
n 15 10! .
N(S) = = = ————— =455 comités
r) \3) (10-3)4
finalmente
PE) = N(E) _130 _2
N(S) 455 7

27. Una "mano de pdker consta de cinco naipes. ¢ Cual es la probabilidad de que los cinco naipes sean
del mismo palo?

SOLUCION

En un problema previo se sabe que n = 52 cartas, r=5 cartas y

n) (52 52!
N(S) = = = =2598 960 manos
r) \5 ) (52-5)5

El mazo de cartas es esta formado por 4 figuras diamantes ¢, corazones¥, picas % y trébolesa
por lo que cada tipo de figuras esta conformado por np = 13 cartas.

Sea el conjunto B = {5 cartas del mismo palo} y Ai = {5 cartas del mismo palo tipo i}, parai=1,2,3y 4.
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Entonces resulta que B =AU AUA3UA,, Yy ademas A AonAsznA, = @, por lo tanto se cumple que
N(B ) = N(A1) + N(A2) + N(A3) + N(A,)

Utilizando los datos se pede determinar el numero de elementos para cada uno de los conjuntos Ai, i=
1,2,3 y 4 como las combinaciones de np = 13 cartas tomadas de r = 5 cartas.

Ny =" |= B 13 =1 287
=, =5 T (13-5)51

por lo tanto

13
N(B) = 4(5 ] =4(1287)=5148

P(B) = 5148 _ 33
2598960 16660

28. Se estan formando grupos de cuatro letras empleando las letras AE1 O U X Y.

a. ¢ Cuantos grupos pueden formarse si no deben repetirse las letras?

b. ¢ Cuantos grupos pueden formarse si cualquier letra puede repetirse tan veces como se desee?
AEIOUXY

SOLUCION

a) Este caso corresponde a una permutacion puesto que todas las letras son diferentes con n =7, r =4,

7

b) El caso corresponde a un caso de eleccion con reemplazo donde en cada eleccidon se puede
seleccionar cualquiera de las 7 letras para ocupar los 4 lugares, entonces

N=,P =

N = (7)(7) (7) (7)= 7" = 2 401

29. Un vendedor de automdviles acaba de recibir un embarque de ocho automdévil nuevos, cinco de los
cuales son compactos y tres modelos de lujo. Si se venden aleatériamente cuatro automoviles,
obténgase la probabilidad de que se hayan vendido dos de cada modelo

SOLUCION

n =8 automodviles 5 compactos, 3 de lujo, se venden r=4

S={vender 4 modelos de 8 disponibles}

E={2 de cada modelo}={ 2 modelos compactos y 2 modelos de lujo}

8 !
N(S) = = 8 =70 Total de posibles ventas
4) 44!
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5Y 3 5! 3!
NE)= @@ =32y

N(E)_30_3

=" ="=0.128
N(S) 70 7

P(4) =

30. Si en una estacion televisora se debe seleccionar cuatro de entre diez programas de media hora para
emitirlos cada mafiana de 8:30 a 10:30, ¢, de cuantas formas posibles puede arreglarse la programacion?

SOLUCION

De 8:30 a 10:30 solo se pueden acomodar r = 4 programas de media hora, de n = 10 disponibles, como
en la programacion hay orden, entonces el numero de formas posibles de acomodar la programacion es:

10!
N= P, =——+— =5040
(10-4) 4

31. Supdngase que una companiia que fabrica relojes y una compafiia que fabrica maquinas de escribir
deben elegir para embarcar sus productos entre tren (T), camién (C) y avion (A). Ninguno de los
fabricantes tiene preferencia en cuanto a la forma de envio, de manera que cada resultado es
equiprobable.

a. Muéstrese el espacio muestral en un plano bidimensional, sefialando las selecciones del fabricante de
relojes en el eje horizontal y las del fabricante de maquinas de escribir en el eje vertical.

b. ¢ Cual es la probabilidad de que solamente uno de los fabricantes seleccione avién para el embarque
de sus productos?

SOLUCION

(a) R=FABRICANTE DE RELOJES ={T, C, A}
M= FABRICANTE DE MAQUINAS ={T, C, A}

S=MxR={ (x,y)| xeMyyeR|}
={(T, T), (T, C), (T, A), (C, T), (C, C), (C, A), (A, T), (A, C), (A, A).}

(b) E = {solamente uno de los fabricantes seleccione avion} = { (T, A), (C, A), (A, T), (A, C)}

32. Un comprador de un automévil nuevo puede elegir entre cinco estilos de carroceria, con o sin
transmision automéatica, con o sin aire acondicionado, con o sin asientos individuales y entre diez
colores. ¢ De cuantas formas puede realizar su eleccién el comprador?

SOLUCION

Aplicando directamente el principio fundamental del conteo

N.=5 carrozas (carrocerias)

N,=2 transmision automatica

N;=2 aire acondicionado

Ns,=2 asientos individuales

Ns=10 colores

N = Ny N N3 Ng N5 =(5).(2).(2).(2).(10)=400
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33. ¢ De cuantas formas puede elegirse un cuarteto (grupo de cuatro jugadores) de entre doce miembros
de un club de golf?

SOLUCION

El problema corresponde directamente a el caso tipico de combinaciones donde n =12y r = 4,
entonces

12!
L,C, =——— =495
(12— 4)141

34. Si 20 estaciones de servicio constituyen una poblacién, ¢ cual es la probabilidad de que se seleccione
como muestra aleatoria una combinacion de cuatro estaciones en particular?

SOLUCION

Para el problema n =20y r =4, entonces
coo 200 2.432902008x10"
T (20-4)4 2.092278989x10° (24)

y por lo tanto la probabilidad de que se seleccione una estacion de servicio es:

Pt —o06x10*  Pay="4
4845 #S

845

AXIOMAS BASICOS DE LA PROBABILIDAD

Aunque la definicién dada anteriormente de la PROBABILIDAD permite calcularla a partir del conteo de
los conjuntos, es necesario definir nuevas propiedades que permitan calcularla para los casos en que no
sea posible aplicar dicha definicion.

Sean S el espacio muestral y E un evento cualquiera, entonces
a) P(S)=1 evento seguro
b) P(¢)=0 evento imposible
c) 0O<P(E) <1
Es importante resaltar la propiedad c) ya que sefala que ningun evento puede de ninguna manera tener
una probabilidad negativa ni nunca puede ser mayor que la unidad. Por lo tanto, si al resolver algun
problema se obtiene una probabilidad que no cumpla la propiedad c) se pude afirmar que el problema
esta mal resuelto.
REGLA DE LA ADICION DE PROBABILIDAD PARA EVENTOS AJENOS
(c) Si ANB=® es decir A y B son conjuntos ajenos, entonces

P(AUB)=P(A)+P(B) (2.6)
(d) Si EiNEj=® para i#j i,j=1,2,3,....,n, entonces

P(E.U E, U.... U En)= P(E1)+P(E2)+...+P(En) 2.7)
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() como S=AUA°y ANAc=® entonces P(S)=P(AU A°)=P(A) +P(A°)
Por otra parte P(S)=1 por lo tanto 1= P(A) +P(A°)
Despejando a P(A)

P(A) = 1- P(A°) (2.8)

REGLA GENERAL DE LA ADICION DE PROBABILIDAD.
(f) Si ANB # ® entonces

P (AUB) =P(A)+P(B)-P(ANB) (2.9)
Nota: La regla (f) se reduce a la regla (c) en el caso de conjuntos ajenos.

La regla es dificil de generalizar para un numero grande de conjuntos. Por ejemplo, a continuacién se
muestra la regla de adicidn para el caso de tres conjuntos A, B, C cualquiera, no necesariamente ajenos

P(AUBUC)= P(AU(BUC))=P(A)+P(BUC) - P(AN(BUC)
=P(A)+P(B)+P(C)-P(BNC)-P((ANB) U(ANC))
=P(A)+P(B)+P(C)-P(BNC)-(P(ANB)-P(ANC) +P(ANB NANC))
=P(A)+P(B)+P(C) - P(ANB) - P(ANC)- P(BNC) +P(ANB NC))

P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C) - P(ANB) - P(ANC)- P(BNC) +P(ANB NC)) (2.10)

CALCULO DE PROBABILIDADES APLICANDO LAS REGLAS BASICAS.

EJEMPLOS

35. En el experimento de arrojar tres monedas, se considera que los ocho posibles resultados son
equiprobables. Si E, denota al evento de que ocurran dos soles y E; al evento de que ocurran tres soles,
¢cual es la probabilidad de que ocurra ya sea E4 6 E,? Esto es, ¢4 cual es P(E4U E;)?

SOLUCION

El espacio muestral del problema y cada uno de los eventos E4y E, son mostrados a continuacion

S ={ arrojar 3 monedas}={SSS, SSA, SAS, SAA, ASS, ASA, AAS, AAA}

E,={dos soles}=}={SSA, SAS, ASS}

E,={3 soles}=}={SSS }

P(E1)=3/8, P(E2)=1/8,

E, U E,= {dos soles 0 tres soles}=}={SSA, SAS, ASS, SSS}

E/NEy=®

P(E U E»)=P(E,) +P (E,) =3/8 + 1/8 = 4/8 =1/2
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36. En el problema anterior, si A denota al evento de que ocurran dos o0 mas soles y B denota al evento
de que ocurran dos o0 menos soles, ¢jcual es la probabilidad de que ocurra ya sea A o B? Esto es
¢cuanto es, vale P(AUB)?.
SOLUCION
Del espacio muestral del problema anterior se tiene que
A= {2 6 mas soles} ={ASS, SAS, SSA, SSS}
B= {2 6 menos soles} ={ASS, SAS, SSA, AAS, ASA, SAA, AAA}
ANB={ ASS, SAS, SSA}
Debido a que los conjuntos no son ajenos, se debe aplicar la ecuacion (8)
P(AUB) = P(A)+P(B)-P(AUB) = 4/8+7/8-3/8=1
37. Supdngase que una bolsa contiene 10 esferas marcadas 1, 2, 3,. . ., 10. Sea E el evento de extraer
una esfera marcada con un numero par y F el evento de extraer una esfera marcada con un nimero 5 o
mayor. Son E y F mutuamente excluyentes? Obténgase P(E U F).
SOLUCION
El espacio muestral y cada uno de los eventos se describen a continuacion
S={extraer una esfera marcada del 1 al 10} ={1, 2, 3,4,5,6,7, 8, 9, 10}
E={par}={2, 4, 6, 8, 10}
F={5 6 mayor}={5, 6,7, 8, 9, 10}
Para que los eventos sena excluyente se debe tener que P(ENF)=P(E) P(F)
Como ENF ={6, 8, 10} se tiene que P (ENF)=3/10
Y puesto que P(E) P(F)=(5/10)(6/10)=3/10, entonces los conjuntos E y F son excluyentes.
Entonces No son excluyentes
Aplicando la regla general de la adicién
P(EUF)=P(E)+P(F)-P(ENF)=5/10+6/10-3/10=8/10=4/3
38. Si se extrae aleatériamente un naipe de una baraja ordinaria de 52 naipes bien barajados, (a)¢ cual
es la probabilidad de extraer un trébol o un corazén o un diamante? (b)¢Cual es la probabilidad de
extraer un diamante o un as?

SOLUCION

Hay que recordar que la baraja esta formada por 4 conjuntos de 13 cartas, y que cada uno de los
conjuntos esta corresponde a las figuras de tréboles, corazones, diamantes y picas.
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El conveniente definir los siguientes conjuntos:

A={la carta elegida es un trébol}
B={la carta elegida es un corazén}
C={la carta elegida es un diamante}
D={la carta elegida es una pica}
E={la carta elegida es un as

Los eventos A, B, C y D son mutuamente ajenos. Por lo tanto:

(a) P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C) =13/52 + 13/52+13/52 = %..

(b) En este CNE ={ as de diamantes}, o sea los eventos no son ajenos, por lo que:

P(CUE) = P(C)+P(E)-P(CNE)=13/52 + 4/52-1/52=4/13

39. Supodngase que el 80% de todos los estadounidenses que vacacionan en el lejano oriente visitan
Tokio, 80% visitan Hong Kong y 70% visitan tanto Tokio como Hong Kong. ¢Cual es la probabilidad de

que un turista estadounidense vacacionando en el Lejano Oriente visite o Tokio o Hong Kong? ¢ Cual es
la probabilidad de que el turista no visite ninguna de estas ciudades?

SOLUCION

Sean
A= {visitan Tokio} P(A) =0.8
B= {visitan Hong Kong} P(B) =0.8
ANB = {visitan Tokio y Hong Kong} P(ANB) =0.7

La probabilidad de la unidon se obtiene utilizando
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
P(AUB)=0.8+0.8-0.7=0.9
P(AUB)=0.9

C=(AUB)° representa a el conjunto de los turistas que no visitan a Tokio 6 Hong Kong

La probabilidad P(C) puede ser calculada mediante

P(C)=1-P(C)°
P(C)=1-P(AUB)
P(C)=1-0.9=0.10

40. Las probabilidades de que un vendedor de automéviles venda en una semana cero, uno, dos, tres,
cuatro o cinco o mas automoviles son 0.05, 0.10, 0.18, 0.25, 0.20 y 0.22, respectivamente.

a. ¢, Cual es la probabilidad de que venda tres o0 mas automéviles en una semana?

b. ¢ Cual es la probabilidad de que venda tres o0 menos automdviles en una semana?

SOLUCION
Los datos para la probabilidad de venta en una semana son:

Venda 0 1 2 3 4 5
Prob. 0.05 010 018 025 020 0.22
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(a) Sean lo eventos

E+= {venda 3 automoviles}
E,= {venda 4 automdviles}
E;= {venda 5 automoviles}

Los cuales cumplen E;NE;j= ® parai, j=1,2,3., entonces
A = {venda 3 6 mas automoviles}= E;U E,U E; asi se tiene que

P (A)= P(E1 U E,U E3 )= P(E;) +P(E,) + P(E3 )= 0.25+0.20+0.22 = 0.67

(b) Sean lo eventos
F,= {no venda}

F,= {venda 1 auto}
Fs= {venda 2 autos}
F4= {venda 3 autos}

Los cuales cumplen FiNFj= ® parai, j =1,2,3, 4., entonces

B = {venda 3 6 menos automoéviles}= F;U F,UF3; UF,asi se tiene que

0.25
0.20
0.22

0.05
0.10
0.18
0.25

GONZALO GALVEZ COYT

P (B)= P(F1U FoU F5 UF4)= P(Fy) +P(F5) + P(Fs )+ P(F4 )+ = 0.05+0.10+0.18+0.25= 0.58
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Unidad lll Probabilidad condicional y variables aleatorias

PROBABILIDAD CONDICIONAL
Eventos independientes y dependientes

Se dice que dos eventos A y B son EVENTOS INDEPENDIENTES si y solo si la ocurrencia de uno de
ellos no afecta la ocurrencia del otro.

Si Ay B son EVENTOS INDEPENDIENTES entonces, la probabilidad de que ocurran tanto A como B es
igual al producto de sus probabilidades respectivas, esto es:

P(ANB)=P(A).P(B) (3.1)
En el caso de que la ocurrencia de un evento A afecte la ocurrencia del evento B entonces se tiene el
caso de EVENTOS DEPENDIENTES 6 de la PROBABILIDAD CONDICIONAL, la cual se denota por:
P(BI|A) “ La probabilidad de B dado que ha ocurrido A”

En general la probabilidad de la interseccion de los eventos ANB, cuando son dependientes se obtiene
mediante la expresion:

P(ANB)= P(A)P(B | A). (3.2)
Despejando a P(B | A).
P(ANB)
PB|A)=——7"-+"* 3.3
(B|A4) P(A) (33)

EJEMPLOS

1. Determine si los eventos A = {sol en la primera tirada} B = {sol en la segunda tirada} son
independientes en el experimento de arrojar una moneda dos veces.

SOLUCION

El espacio muestral del problema es S ={(S,S), (S,A), (A,S), (AA)}

Para la parte izquierda de la ecuacién (10)

E = {dos soles al arrojar una moneda dos veces} = ANB = ={(S,S)}
P(ANB)=N(E)/N(S)= 1/4

Para la parte derecha de la ecuacion (10) P{A}=1/2 P{B}=1/2
P(A).P(B)=(1/2)(1/2)=1/4

Entonces se cumple que P(ANB) = P(A).P(B), por lo que los eventos son independientes.
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2. Una caja contiene diez esferas. Cinco de ellas son blancas, tres rojas y dos negras. Se selecciona
aleatériamente una esfera .sin reemplazo.

a. ¢ Cual es la probabilidad de extraer dos esferas blancas una después de otra?

b. ¢ Cual es la probabilidad de extraer una esfera roja y después una negra?

c. ¢, Cudl es la probabilidad de extraer tres esferas rojas, una después de otra?

d. ¢ Cual es la probabilidad de extraer una esfera negra, después un roja y finalmente un blanca?

SOLUCION

Los datos del problema son: total de esferas n =10 repartidas en 5 blancas, 3 rojas y 2 negras.
El experimento se realiza sin reemplazo, por lo que los eventos son dependientes
Definiendo los siguientes conjuntos

B, = {Sacar bola blanca en la 12 extraccion}
B, = {Sacar bola blanca en la 22 extraccion}
B; = {Sacar bola blanca en la 32 extraccion}
R, = {Sacar bola roja en la 12 extraccion}
R, = {Sacar bola roja en la 22 extraccion}
R3 = {Sacar bola roja en la 32 extraccion}
N1 = {Sacar bola negra en la 12 extraccion}
N, = {Sacar bola negra en la 22 extraccion}

(@) P({2 blancas una después de la otra})= P(B1N B,)= P(B;) P(BJl B;)= (5/10)(4/9) =2/9

(b)  P({Una rojay una negra})= P(RiN N)= P(R;) P(N,| R;) = (3/10)(2/9) =1/15

(c) P({Tres rojas después de otra}) = P(R;).P(Rz R1).P(Rsl R:NR;)=(3/10)(2/9)(1/8)= 1/120

(d) P({ Negra, después roja, y finalmente blanca}) = P(R;).P(RJ Ry).P(Rs R,NR1) = (3/10) (2/9)(5/8) =
1/24

3. El Sr. Huerta y su esposa tienen 55 y 50 afios de edad, respectivamente. Si la probabilidad de que un
hombre de 55 afios de edad viva al menos otros 15 afios es de 0.70, y la probabilidad de que una mujer
de 50 afios de edad viva al menos otros 15 afios es de 0.85, ¢ cudl es la probabilidad de que tanto el Sr.
Huerta como su esposa continden vivos dentro de 15 afios? (Considérese que las longevidades del
esposo y esposa son independientes.)

SOLUCION
Se definen los eventos:

A={el sefior viva mas de 15 afos }, entonces, P(A)=0.70
B={la sefora viva mas de 15 afnos }, entonces P(B)=0.85

Entonces C =AUB = {El sefior y la sefiora vivan mas 15 de afos}

Considerando los eventos independientes se tiene que P(ANB)=P(A).P(B) = (0.70)(0.85)=0.595

P(C)= P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB) = 0.70+0.85 -0.595= 9.995

4. Se dispone de dos maquinas contra incendios para casos de emergencia. La probabilidad de que
cualesquier de las dos maquinas esté lista cuando se necesite es de 90%. Se considera que la
disponibilidad de una maquina es independiente de la otra. a. En el caso de una alarma por incendio,

¢cudl es la probabilidad de que ambas maquinas estén listas? b. ;Cuales la probabilidad de que ambas
magquinas no estén listas? c. ; Cual es la probabilidad de que solamente una maquina esté lista?
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SOLUCION
Es conveniente definir los eventos

A={la maquina 1 esté lista} P(A)=0.9
B={la maquina 2 esté lista } P(B)=0.9

Entonces, cada uno de los incisos se puede resolver como se indica a continuacion

a) P(ANB)=P(A).P(B)=(0.9)(0.9==0.81
b)  P(A°NB°)=P(A°).P(B)=(1-P(A)(1-P(B)=(0.1)(0.1)=0.01
c) El evento de que al menos una de las maquinas esté disponible es C = (ANB)U(A°NB)
P(C) = P((ANB®)U(A°NB))= P(ANB®)+ P(A°NB)- P(ANB) N(A°NB)
=P(A).P(B°)+P(A°)P(B) = (0.9)(1-0.9)+(1-0.9)(0.9) = 0.09+0.09=0.18

5. A continuacién se encuentra una tabla probabilistica acerca del sexo y el estado civil de los empleados
de una gran institucion.

Mujeres Hombres Total
Estado civil F F’
Casados (M) 0.42 0.18 0.60
Solteros (M’) 0.28 0.12 0.40
Total 0.70 0.30 1.0

a. ¢ Son independientes el sexo y estado civil? ¢ Por qué si o por qué no?

b. Obténgase P(M I F), P(M | F’) y P(M). (La barra vertical "l " significa "dado que".)
c. Obténgase P(F I M), P(F I M") y P(F).

d .Obténgase P(M'I F’), P(M'I F), y P(M").

e. Obténgase P(F’I M), P(F'IM"), y P(F").

SOLUCION

(a) Para contestar esta pregunta hay que aplicar la ecuacion (12) para determinar la probabilidad
condicional en cada una de las combinaciones sefialadas en los incisos siguientes

(b) P (M| F)=P(MNF)/P(F)=0.42/0.70=0.6
P (M1 F)=P(MNF’)/P(F’)=0.18/0.30=0.6
P (M)=0.6
Entonces PMIF)=P(MIF)=P (M)

(c) P (F I M)=P(FNM)/P(M)=0.42/0.60=0.7
P (F I M")= P(FNM’)/P(M’)=0.28/0.4=0.7
P (F)=0.7
Entonces P (FI1M)=P(F I M)=P(F)

(d) P (M’ | F)=P(M’NF)/P(F)=0.28/0.70=0.4
P(M' | F)= P(M'NF’)/P(F’)=0.12/0.30=0.4
P(M)=0.4
Entonces PMIF)=PMIF)=PM)=0.4

(e) P (F I M)=P(F"NM)/P(M)=0.18/0.60=0.3
P (F 1 M)=PFNM)PM)=0.12/0.4=0.3
P (F')=0.3

Entonces P(FIM)=P(FIM)=P (F)=0.3

54



APUNTES DE ESTADISTICA GONZALO GALVEZ COYT

Como se observa de cada uno de los incisos anteriores, los eventos de sexo y estado civil son
independientes uno del otro.

6. Se extraen naipes de una baraja ordinaria. Si los naipes que se han extraido no se reemplazan antes
de extraer el siguiente, ¢ cual es la probabilidad de extraer

a. Cuatro ases y después cualesquier de los otros naipes;

b. Tres ases y después dos reyes;

c. Cinco naipes del mismo palo?

SOLUCION

a) Un caso posible se muestra a continuacion

Definiendo los eventos:

A.={As en la primera eleccion}
A>={As en la segunda eleccion }

As= {As en la tercera eleccion}
A4={As en la cuarta eleccion}

B ={cualquiera en la quinta eleccion }

Entonces:
P(A1NANA3NALNB)=P(A1).P(Ax 1 A7).P(As | AiNA)P(A4 1 A1NANA3).P(B | AiNANAZNA,)
=(4/52)(3/51)(2/50)(1/49)(48/48) = 1152/3118752000=1/270725

b) El caso es mostrado

A A |a [k [ |

Utilizando lo eventos anteriores y
Ks= {Rey en la cuarta eleccién}
Ks= {Rey en la quinta eleccién}

P(A1NANANKN Ks)=P(A1).P(Az | A1).P(As | AiNA)P(Ks | A1NANAS).P(Ks | AiNANA;NK,)
=4/52(3/51)(2/50)(4/49)(3/48)=288/31879.220=1/10820900

c) Hay 4 palos y 13 figuras por palo, para cada uno de los palos, por ejemplo, corazones sean los
eventos:

C,={Corazédn en la primera eleccion}

C,={ Corazén en la segunda eleccién }

Cs= { Corazon en la tercera eleccion}

C,={ Corazon en la cuarta eleccion}

Cs ={ Corazon en la quinta eleccion }

P(C4NC,NC3NC4N Cs)=P(C4).P(C, 1 C1).P(C3 1 C1NAL)P(C4 | C1NC,LNEC5).P(Cs | CiNCLNC3NCy)
=(13/52)(12/51)(11/50)(10/49)(9/48)=15440/311873200=1/209.39
Finalmente multiplicando por 4

P({5 naipes del mismo palo}) = (4)(1/209.39) =4/209.39
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7. Un cartén contiene 20 huevos, 5 de los cuales estan descompuestos. Si se seleccionan
aleatériamente tres huevos sin reemplazo, ¢;cuadl es la probabilidad de que los tres estén
descompuestos?

SOLUCION

De acuerdo a la informacién de n = 20 hay 5 descompuestos y hay que elegir 3 sin reemplazo,
entonces, definiendo los eventos
D;= {Huevo defectuoso en la eleccién i} parai =1, 2, 3.

P({3 huevos descompuestos}) = P(D;ND,ND3)=P(D;)P(D; | D;)P(D; | D;ND,)=(5/20)(4/19)(3/18)=1/114

8. Supdngase que la politica de cierta compafiia de seguros es que sus vendedores realicen visitas de
casa en casa. De acuerdo a la experiencia anterior, el 20 % de las visitas dan como resultado una venta
(S), o P(S) = 0.20, y 80% de las visitas no (S') o P(S') = 0.80. De las familias que han adquirido pdlizas
de seguros el 30% viven en casas unifamiliares de dos pisos (T) o P( T | .S) = 0.30. Los restantes
compradores (70%) viven en otros tipos de edificios (T’) o P(T’[,S) = 0.70. De aquellas familias que no
adquirieron una podliza, el 60% vivian en casas unifamiliares de dos pisos o P(T| S') = 0.60 y el 40%
vivian en otros tipos de casas o P(T' |S') = 0.40.

a. ¢ Cual es la probabilidad de que la siguiente visita dé como resultado una venta si los posibles clientes
viven en una casa unifamiliar de dos pisos? Es decir, 4 cuanto vale P(S|T)?

b. ¢ Cual es la probabilidad de que la siguiente visita no dé como resultado una venta si la familia vive en
cualquier otro tipo de edificio? Es decir, ¢ cuanto vale P(S'| T')?

(Sugerencia: calculense las probabilidades conjuntas)

SOLUCION

La informacién se puede resumir como:

P(S) =0.20 P(T|S)=0.30 P(T| S)=0.70
P(S') =0.80 P(T|S')=0.60 P(T’| S') = 0.40

La cual puede ser utilizada para calcular las probabilidades conjuntas

P(SNT) = P(S) P(T | S)= (0.20)( 0.30) =0.06
P(SNT’) = P(S) P(T’| S)= (0.20)( 0.70) =0.14
P(S'NT) = P(S’) P(T | S')= (0.80)( 0.60) =0.48
P(SNT’) = P(S’) P(T’| $')= (0.80)( 0.40) =0.32

El resultado anterior puede ser representado graficamente con un diagrama de arbol

P(T|S)=0.3 P(S nT)=0.06
P(S)=0.2 P(S NT)=0.14
P(T’|S)=0.7
P(TIS)=0.6 P(S’ AT)=0.48
P(S))=0.8
P(S’ NT’)=0.32

P(T’|S)=0.4
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Por otra parte

T = (SNT) U(S'NT)
= (SNT) U(S'NT)

Entonces

P(T) =P(SNT) + P(S'NT) = 0.06+0.48=0.54
P(T)=P(SNT’) + P(S’NT’) = 0.14 +0.32=0.46

Con la informacion anterior

" P(S|T):P(SmT) 0.06 _1
P(T) 054 9
o) P(S'|T") = P(S'NT") _ 032 _16

P(T') 046 23

9. En una encuesta aplicada a los estudiantes que se graduan en el colegio de cierta comunidad, se
determiné que el 40% de los estudiantes continuaran estudiando alguna especializaciéon en otra
universidad (T) y el 60% no lo haran (T'). Dadas estas dos categorias de estudiantes, la proporciéon de
estudiantes que han obtenido calificaciones promedio de A, B y C 0 menos se muestran a continuacion,

Callificaciones promedio

Estudiantes A B C o menos TOTAL
T 0.10 0.30 060 1
T 0.05 0.40 0.55 1

a. Se selecciona aleatériamente un estudiante y su calificacion promedio es A. ;Cual es la probabilidad
de que continle estudiando?
b. ¢Cual es la probabilidad de que no continde su educacion si la calificacion promedio es de B?

SOLUCION

Utilizando P(T)=0.4, P(T)=0.6 y la tabla se puede calcular la probabilidad conjunta
P(TNA) = P(T) P(A | T)= (0.40)( 0.10) =0.04
P(T'NA) = P(T") P(T’| A)= (0.60)( 0.05) =0.03
P(TNB) = P(T) P(A | T)= (0.40)( 0.30) =0.12
P(T'NB) = P(T") P(T’| A)= (0.60)( 0.40) =0.24
P(TNC) = P(T) P(A| C)= (0. 40)( 0.60) =0.24
P(T’'NC) = P(T") P(T’| C)= (0.60)( 0.55) =0.33
Ademas

P(A) = P(ANT) + P(ANT’) =0.04+0.03 =0.07
P(B) = P(BNT) + P(BNT’) =0.14 +0.24=0.38

Por lo tanto
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P(TAA) 004 4
@ Pl 4)= (P(Z)):OO7:7

() P(T"| B) = P(T'nB) _0.24 12
P(B) 038 19

Regla de Bayes o teorema de Bayes

Algunos de los problemas resueltos en la seccién anterior son problemas que pueden ser resueltos
mediante el Teorema de Bayes, el cual se detalla a continuacion.

Sean los conjuntos A4, Az, As,...A, conjuntos mutuamente excluyentes, esto es, ANA=®

Y que ademas U4, =S
=i

Por lo tanto cualquier conjunto B puede ser representado por los A4, Ay, As,...A, de la forma:

B:Q(A[ NB)=(4,UB)U(4,NBU...U4 NB)

Entonces

P(B)= P(A;,NB)+P(4:NB)+...+P(4,NB)

Ademas como

P(;NB) = P@.P(B | A;), parai=1,2,3,...,n

Asi se tiene que

PB)= = PW)(.P(B | A))+ P(B).P(B | Ay)+...... +P(A,).P(B |4,)
Por otra parte adecuando la ecuacién (12) al problema

P(4.~nB) P(BnA4,)
PATD= by " PB)
P(4,)P(B| 4,)

" P(4)P(B| 4)+ P(4,)P(B| 4, )+...+ P(4,)P(B| 4,)

(3.4)

La ecuacion anterior establece un forma para invertir la probabilidad condicional, esto es se puede pasar
deP(B | A/) aP(A; | B)

EJEMPLOS

10. Una gran caja contiene transistores fabricados en tres maquinas. La maquina A es el doble de rapida
que la maquina B o C. La tasa de defectos para la maquina A es 0.02 para B es 0.04 y para C es 0. 02.

Se selecciona al azar un transistor de la caja y resulta defectuoso.
¢ Cual es la probabilidad de que la haya producido la maquina C?
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SOLUCION

El uso de un diagrama de arbol es util para representar los datos y calcular la probabilidad conjunta

P(D|A)=0.02 P(A ND)=0.01
P(A)=0.50
w P(B nD)=0.01
\ P(CnD)=0.005
P(D|C)=0.02
P(C)=0.25
Utilizando la férmula (3.4), tenemos que:
P(C)P(D
P(C| D)= (CO)P(D|C)
P(A)P(D| 4)+ P(B)P(D | B)+ P(C)P(D|C)
2 .02 1
P(C| D) (0.25)(0.02) —=0.20

~(0.50)(0.02) + (0.25)(0.04) + (0.25)(0.02) 5

11. Una vendedora realiza su trabajo haciendo visitas domiciliarias. Durante los afos de experiencia
ha acumulado los siguientes datos: de todas las visitas realizadas el 15% dieron como resultado lo
que ella considera como grandes ventas (L), 30% ventas pequefias (S) y 55% no fueron ventas (N).
Ademas, de aquellos que hicieron grandes compras, el 75% viven en casas unifamiliares de dos
pisos (T); de los que realizaron pequefias compras, el 50% viven en casas de este tipo; entre
quienes no realizaron compras el 30% viven en casas de este tipo. Si la siguiente casa que visita es
una casa unifamiliar de dos pisos, ¢ cudl es la probabilidad de que dé como resultado una gran venta?
¢Una venta pequefia? ;Ninguna venta?

SOLUCION

Representando los resultados en un diagrama de arbol

P(T|L)=0.75 P(L nT)=0.1125

P(T|S)=0.50

P(S AT)=0.150

P(S)=0.30

\ 4

P(NAT)=0.165
P(T|N)=0.30

P(N)=0.55
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Utilizando la férmula (3.4)

PLIT) = P(L)P(T| L) ~ 0.1125 _ 01125 5
P(L)P(T | L)+ P(S)P(T'| S)+ P(N)P(T|N) 0.1125+0.150+0.165 0.4275 19
P(S|T) = P(S)P(T|S) ~ 0.150 0150 20
P(L)P(T | L)+ P(S)P(T'| S)+ P(N)P(T|N) 0.1125+0.150+0.165 0.4275 57
PIN|T) P(N)P(T | N) 0.165 _ 0165 22

- P(L)P(T | L)+ P(S)P(T'| S)+ P(N)P(T | N) T 0.112540.150+0.165 04275 57

12. Como muchos saben la hepatitis se detecta comunmente realizando pruebas sanguineas.
Supdngase que en un cierto grupo de personas, el 3¢% realmente tiene hepatitis (H) y el 97% no
(H"). Supdngase ademds que si una persona tiene la enfermedad, el 95% de las pruebas sanguineas
la detectan (P), pero el 5% no la detectan (N). Para las personas que no tienen la enfermedad, el 6%
de las pruebas muestran resultados positivos y el 94% muestran resultados negativos. Si la prueba
sanguinea de una persona es negativa, ¢cual es la probabilidad de que en realidad tenga la
enfermedad?

SOLUCION

Representando los resultados en un diagrama de arbol

P(P|H)=0.95 P(H nP)=0.0285

P(H)=0.03
P(N|H)=0.05

P(P|H")=0.06 P(H' ~P)=0.0582

P(H' mN)=0.9118)

P(H)P(N | H) _ 00015  _0.0015
P(H)P(N |H)+P(H)P(N|H') 0.0015+0.9118 0.9133

P(H)=0.97

Entonces

P(H|N)= =1.6451x10""
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VARIABLES ALEATORIAS

Una funcién es una asociacion tal que a cada elemento X de un conjunto llamado dominio le asocia un
unico elemento Y de otro conjunto llamado rango.

La variable X se les conoce como variable independiente y la variable Y como variable dependiente.
La variable aleatoria es una funcién que asigna valores numéricos a los resultados de un experimento
aleatorio. La variable aleatoria se denota normalmente con letras mayusculas X, Y, Z,..., etc.

TIPOS VARIABLES ALEATORIAS

Una variable aleatoria que toma que toma un numero finito o infinito contable de valores se denomina
variable aleatoria discreta, mientras que la que toma un ndmero infinito 6 continuo de valores se llama
variable aleatoria continua

DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD DE LAS VARIABLES DISCRETAS Y CONTINUAS

Si X es una variable aleatoria discreta 6 continua la cual tiene un conjunto de valores x4, X2, Xs,....,

ordenados de forma creciente y ademas la probabilidad de la variable aleatoria tome cada uno de los
valores x, es

P(X =x,) k=123,...,
Es posible entonces definir una funcién de probabilidad para la variable aleatoria discreta como:
f(x)=P(X=x,) k=12,3,..., (3.5)
y para el caso continuo en una variable
f(x)=P(X=x) xe€ [a,b] (3.6)

En general se dice que una funcién f(x) es una distribucion de probabilidad si satisface las siguientes
propiedades

Para el caso discreto

(a) 0< f(x,)<lparak=1,2,3,...,
b D f(x)=1lparak=123,..,
k

Para el caso continuo
(a) 0< f(x)<1 para x €[a,b]
(b) Ib f(x)dx=1 para x € [a,b]
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La funcion de distribucion acumulada para una variable aleatoria X se define como
F(x)=P(X <x)
Lo cual se traduce para el caso discreto en

Fx)= f(x))

i<k

Y para el caso continuo

Flx)=[" /(x)dx

Las ideas anteriores pueden generalizarse para el caso de mas variables aleatorias, por ejemplo, para el
caso de dos variables aleatorias Xy Y, se define la funcion de probabilidad conjunta como

f,y)=P(X=x,Y=y) (3.7)

Donde la funcion f'(x, y) satisface para el caso discreto

(a) 0<f(x,,y,)<lpara j=1,2,3,...,y k=123,...,
0 D> f(x)=1 para j=1,2,3,..,y k=123,
k

J

Para el caso continuo

(a) 0< f(x,y)<1 para x€[a,b]y y €[c,d]
(b) J'dJ'b f(x,y)dxdy =1 para x [a,b] y ye [c,d]

Se dice que dos variables aleatorias Y y Y discretas son variables aleatorias independientes si y solo
si los eventos X=x y Y=y son independientes para todo x ,y. Para este caso se dice que la distribucion
conjunta de probabilidad satisface

P(X =x,Y=y)=P(X =x) P(Y = y)
o de igual forma

Sy =01 ()
VALOR ESPERADO DE LA DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD

Un concepto importante para las distribuciones de probabilidad es el valor esperado 6 esperanza
matematica la cual se define como:

Para el caso discreto E(X)= Zf(xl.)xi (3.8)
i=1
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b
Y para el caso continuo E(X)= J.x f(x)dx (3.9)

La esperanza matematica E(X) se pude considerar como el promedio de la distribucion de
probabilidad, la cual se denota por la letra griega 1 .

Propiedades de la esperanza matematica

(@) Si c es una constante, entonces E(cX)=cE(X)
(b) Si X, Y son variables aleatorias, entonces EX+Y)=EX)+E®Y)
(c) Si X, Y son dos variables aleatorias independiente, entonces  E(XY) = E(X)E(Y)

VARIANZA Y DESVIACION TiPICA DE UNA DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD

Otra estadistico importante en la probabilidad y la estadistica es la Varianza la cual se denota por o’ y
se define para el caso de distribuciones de probabilidad como

Var(X)=E((X - )*) (3.10)

La varianza Var(X)se relaciona con la desviacion tipica de una variable aleatoria o, mediante

2 . . . .
oy = Var(X). Por lo que la varianza puede ser representada mediante cualquiera de las notaciones
anteriores.

Por su definicidon la varianza nunca puede tomar valores negativos, y su interpretacion es idéntica a la
que se dio para la distribuciones de frecuencia en la seccion de la estadistica descriptiva.

Desarrollando la definiciéon anterior y aplicando las propiedades de la esperanza matematica

0% = E[(X - )| = E[X* —2xu + 12| = E(X?)- 2 E(x)+ 12 E(1)
= E(x?)-24 + 1* = E(x?)- 1

esto es

ol=E(X?)-p?

anza se calcula mediante

(3.11)
Para una distribucion discreta la var
< 2
oy =2 % flx)-p’ (3.12)
i=k

y para el continuo
2 J‘b 2 2
oy=| x f(x)dx—,u (3.13)

a
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Propiedades de la Varianza

(a) Si ¢ es una constante, entonces

(b) La cantidad El(X + a)2J es minima cuando a = u
(c) Si X, Y son dos variables aleatorias independiente; entonces
Var(X £Y) =Var(X)+Var(Y)

EJEMPLOS

)

2 2 2
O xxy =0 vy +07y

GONZALO GALVEZ COYT

Var(cX) = cVar(X)

13. Se dice que un juego es “legal” si al jugar el juego el valor esperado de ganar 6 perder es cero. Diga
usted si el juego de los “volados” con una moneda balanceada es un juego “legal”.

SOLUCION

El juego consiste en lo siguiente:

- Se tira la moneda, la persona pide sol y cae sol, gana 1 peso.

- Se tira la moneda, la persona pide aguila y cae aguila, gana 1 peso.
- Se tira la moneda, la persona pide sol y cae aguila, pierde 1 peso.

- Se tira la moneda, la persona pide aguila y cae sol, pierde 1 peso.

La variable aleatoria del experimento se puede definir como X = {-1, 1}

Definiendo los eventos S;={la persona pide sol}, S,=={cae sol}
A+={la persona pide aguila}, A,=={cae aguila}

Entonces las respectivas probabilidades de cada valor de la variable aleatoria son:

f(1)= P(X=1)=P(S1NS,)+P(A1NAL)=P(S1).P(S2)+P(A+).P(A2)=(1/2) (1/2) +(1/2) (1/2)= (1/2)

f(-1)= P(X=-1)=P(S1NA2)+P(A1NS2)=P(S+).P(A2)+P(A1).P(S2)=(1/2) (1/2) +(1/2) (1/2)= (1/2)

Los resultados generalmente se pueden acomodar para las variables discretas en una tabla

-1

1

f(x)

Va

YVa

De la tabla anterior se puede calcular la esperanza matematica del experimento

E(X)= Zn:xif(xi) =(-1) (1/2)+(1) (1/2)=-1/2+1/2=0
i=l

El resultado indica que el juego es legal.

14. Dendtese mediante X al nUmero de caras obtenidas en la tirada de dos monedas ¢ Cual es la media y

la varianza de X?

SOLUCION

La tabla de la distribuciéon de probabilidad se da a continuacién
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f(x) [1/4 [1/2]1/4

Entonces

u=E(x) = Zn:x,.f(xi) = 0(1/4)+1(1/2+2(1/4)=1

i=1
E(x*) = fo f(x,) =0°(1/4)y+13(1/2)+2°(1/4)=1/2+1=3/2
i=1
ol = E(x*)-[E(x)] =(312)*- 12=3/4
15. En un estudio acerca de las actitudes de los consumidores hacia cierto producto nuevo, se pregunta
lo siguiente: ";Le agrada el nuevo producto?" Para esta pregunta hay solamente dos posibles
respuestas, "si" y "no", a las cuales se les asignan los valores de 1 y 0, respectivamente. Sea p la

probabilidad de que ocurra el evento de una respuesta "si". (a) ¢ Cual es la distribucién probabilistica de
W, variable aleatoria de este experimento?, (b) su Valor esperado y (c) su desviacion tipica.

SOLUCION

(a) De acuerdo a los datos del problema, la variable aleatoria W toma los valores W = {0, 1} y
f(1)=P(X=1)=p

Como la distribucion de probabilidad de la variable aleatoria W debe cumplir la propiedad
Zf(xk) =1, entonces

k
f(0)+f(1) =1 f(0)=1-f(1)=1-p

Entonces la tabal de distribucién de probabilidad de W es

Wl o 1
fW)|1-p| p

(0) E(X) =3 x,£(x,)=(0) (1-p) + (1) (p)= p
i=1

© 0 = 3527 (5) 1 = OF (1) *+ (1) (0) - 0* = p - p* =p (1-p)

entonces oy =-/p0-p)

16. Sea X la variable aleatoria correspondiente al nimero de soles obtenidas en la tirada de cuatro
monedas balanceadas. Obténgase la distribucion probabilistica de X. y su valor esperado.

SOLUCION

De la definicion de la variable aleatoria se tiene que X ={0, 1, 2, 3, 4}
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En general para un evento cualquiera de arrojar una moneda balanceada n veces la probabilidad de
1

2 n

cada evento simple es: P(E) =

Por otra parte, si en el evento se lanzar n monedas y aparecen r soles, entonces apareceran n-r aguilas
y el numero de eventos simples que contienen r soles se determina utilizando las técnicas de conteo:

n!
ri(n—-r)!
Entonces la probabilidad de que ocurran en n tiradas r soles es

!
P(r soles)=L1
rl(n—-r)! 2"

Aplicando el resultado anterior para cada uno de los valores de la variable aleaoria

4 1 1
O=PX=0)=———=—
/0 ( ) 0!'(4-0)! 2% 16

4! 1 4 1
HD=PX=)=——=—=—
Fhy=H ) 1é-n! 2 16 4

4 1 6 3
2)=PX=2)=——"——F=—=—
/@ ( ) 21(4-2)! 2 16 8

4 1 4 1
H=PX=3))=————=—=—
/6 ( ) 31(4-3)! 2 16 4

4 1 1
J@=PX=4)= T =

41(4-4) 2* 16

Acomodando los resultados en la tabla siguiente

x| O 1 2 3 4
f(x)|1/16| 1/4 | 3/8 | 1/4 | 1/16

Utilizando la tabla anterior

+ H Y,
EQX) =Y 5,/ (x,)= (0) (1116) + (1) (1/4) +(2) (3/8) + (3) (1/4)7(4) (1/16) = 2.

N /\ /\ [ \__

X la variable aleatoria ¢grrespondiente al myl 0 de\caras ohteni en la tirada cuatr
s balanceadas. bténgase la distribuciéit probabilistica de X. b\ La media de la dijsfribucion=c

- V; 7 v

uestral del experimento es

,2), (1,3), (1,4), (( )) (1,6), (2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (2,5), (2,6 3,1;,

1 (2,6), (3,1), (3, 3), (3,4), (3,9),
L (4.2), (4,3), (4.4), (4,5), (4,6), (51), (5.2), (5,3), (5.4), (5,5), (5.6), (6.1), (6.2

(3,
(6.3), (6,4), (6.,5),

’

2),
),
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Entonces los valores posibles de la variable aleatoria son X = {2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9, 10, 11, 12} y sus
respectivas probabilidades se pueden calcular directamente del espacio muestral

1 2 1 3 1
f(2)—P(X—2)—£ f(3)—P(X—3)—%—§ f(4)—P(X—4)—£—E

4 1 5 6 1
f(5)=P(X = 5)_76_5 f(6)—P(X—6)—£ f(7)=P(X = 7)_—6_g

5 4 1 3 1
f(8)—P(X—6)—£ f(9)—P(X—9)_%_§ f(10)_p()(_10)_£_12

2 1 1
FAD=PX =1 = = f02)=PX =12)=_

Colocando los resultados en una tabla.

X 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
f(x) 1/36 1/18 112 1/9 5156 1/6 5/56 1/9 1/12 1/18 1/36
—

) 1= Zx £(x,)=(2) (1/36) + (3) (1/18)+ (4) (1/12) + (5) (1/9)+ (6) (5/36) + (7) (1/6)+
+(8) (5/36) + (9) (1/9)+ (10) (1/12) + (11) (1/18)+ (12) (1/36) = 7.

(c) 0')2( = ixsz(xk)_,uz
= (_2)2 (1/36) + (3)2 (1/18)+ (4)2 (112) + (5)2 (1/9)+ (6)2 (5/36) + (7)2 (1/6)+ (8)2 (5/36) +
(9)2 (1/9)+ (']0)2 (1/12) + (11)2 (1/18)+ ('12)2 (1/36) -7°= .35/6 = 5.83333

entonces 0, =2.4152

18. Un juego llamado CHICOS Y GRANDES consiste primero en arrojar dos dados y se suman los
puntos de sus caras. Los resultados de la suma son divididos en CHICOS si su valor es menor que
siete, CASA si cae siete y GRANDES si valor es mayor que siete, tal como se muestra en Ja

f|gura

2,3,4,5,6 7 8,9, 10, 11,12
chicos Casa grande

Las condiciones de juego son las siguientes:

Si apuesta 1 peso a chicos y sale chicos, gana 1 peso.

Si apuesta 1 peso a grandes y sale grandes, gana 1 peso.

Si apuesta 1 peso a chicos y sale grandes 6 casa, pierde 1 peso
Si apuesta 1 peso a grandes y sale chico 6 casa, pierde 1 peso
Si apuesta 1 peso a la casa y sale casa gana 2 pesos.

®Po0T®
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f. Siapuesta 1 peso a la casa y sale chicos 6 grandes, pierde 1 peso.
Diga usted si el juego es legal o no.

SOLUCION

La variable aleatoria adecuada al juego es X ={-1, 1, 2}

La distribucion de probabilidad para la suma de los puntos de las caras de un dado son

y 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

f(y) 1/36 118 112 1/9 556 1/6 5/56 1/9 112 1/18 1/36

Definiendo los siguientes eventos Cy = {CHICOS} C, = {CASA} y G = {GRANDES]}, utilizando las
condiciones de juego y tabla anterior

f(-1)=P(x =1)=P(CuNC/ +P(GNG'}+P(CANCA) =P(CH)P(CH }+P(G)P(G')+P(CHP(CAIP(CHUG)=
= (15/36)F21/36)+(15/36)$(21/36)+(6/36)+(30/36)=35/144+35/144+5/36=5/8

f(1)=P(x = 1)=P(CyNCn)+P(GNG)=P(Cy)P(Cu)+P(G)P(G)=
= (15/36)(15/36)+(15/36)+(15/36)=25/72

f(2)=P(x = 2)=P(CaNCA)=P(Ca)P(Ca)=(6/36)(6/36)=1/36

Por lo tanto se tiene la tabla

x |1] 1 | 2
f(x) | 5/8 | 25/72 [ 1/36

Entonces

U= Zx £(x,) =-1(5/8)+1(25/72)+2(1/36)=-5/18+1/8=-2/9= -0.222

Como el resultado es negativo el juego no solamente no es legal sino que es desfavorable al jugador.

19. Un vendedor ofrece dos modelos distintos de receptores de estéreo, H y T. Considérese que los dos
modelos son igualmente populares: el 50% de todos los posibles compradores prefieren el Modelo H y el
50% prefieren el Modelo T. Ademas, considérese que el vendedor tiene en existencia tres receptores de
cada modelo y que en un solo dia se venden tres receptores.

a. Definase la variable aleatoria de este experimento.

b. ¢ Cual es la distribucion probabilistica de la variable aleatoria?

SOLUCION
En total hay n =6 receptores, 3 modelo Hy 3 modelo T y la venta o seleccion consiste en r =3 aparatos

(a) La variable aleatoria X del experimento es el nUmero de aparatos tipo H vendidos, entonces si la
venta consiste solamente de 3 aparatos X puede tomar los siguientes valores: X = {0, 1, 2, 3},

(b) Las probabidades de la variable aleatoria X se determinan mediante las técnicas de conteo

G 1 _sG G _B)3)_ 9
f(o)_6c3_20 1) C, 20 20
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f(2)= 3C1 3C2 — (3)(3)=i f(3)= 3C3 =i
.C, 20 20 C, 20

La respectiva distribucidon de probabilidad se resume en la tabla siguiente

x| 0] 1] 2] 3
f(x) | 1/20 [9/20 [ 9/20 [ 1/20

20. La inversion realizada por el Sr. Aranda podrian dar como resulta siguientes beneficios, con las
probabilidades indicadas:

Beneficio Probabilidad
$1 millon 0.2
2 millones 0.3
3 millones 0.2
4 millones 0.2
5 millones 0.1
Total 1.0

Sea X el beneficio de su inversidon. Obténganse la varianza y desviacion tipica de X.

SOLUCION

U= Zn:x[f(x,.)= (1) (0.2) + (2) (0.3)+ (3) (0.2) + (4) (0.2)+ (5) (0.1) = 2.7 millones

E(x*) = i){f £(x,) =1%(0.2)+2%(0.3)+3%(0.4)+4%(0.2)+5%(0.1)=8.9 millones

i=1

ol =E(x*)—u’ = 8927°=161.
o, =-/1.61 =1.27 millones

21. Supoéngase que un aparato de television tiene ocho bulbos, dos de los cuales dos son
defectuosos. Se seleccionan sucesivamente dos bulbos y se quitan del aparato para
inspeccionarlos. Sea X el numero de bulbos defectuosos en la muestra de dos bulbos. ;Cual es el
valor esperado de X y su respectiva desviacion tipica?

SOLUCION

El nimero total de bulbos es n = 8 tubos, 2 defectuosos 6 sin defecto. La muestra a considerar es r =2.

La variable aleatoria es X = {No. de defectuosos en la muestra}={0, 1, 2}

f(0) = P(X = 0)="—2 ¢ _15
sC, 28
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f(1)=P(X ='])=72 C1(6C1) = E
.C, 28

f(2) = P(X = 2)== 260 1
sC, 28

Entonces la tabla de la distribucién de frecuencia es

x |0 1 2
f(x) [15/28 ] 12/28 [1/28

por lo tanto

u=E(x)= ZXi f(x,)=0(15/28)+1(12/28)+2(1/28)=1/2
E(x*) = fo f(x,) =0%(15/28)+1*(12/28)+2%(1/28)=4/7

ol = E(X*)—u* =4/7- (1/2)* = 9/28
o, =+9/28 = 30,5666

V28

22. Un jugador arroja tres monedas ideales. Gana $3 si ocurren tres caras, $2~ ocurren dos caras y $1 si
ocurre una cara. Si el juego es justo, ¢ cuanto deberia pagar si no aparece ninguna cara?

SOLUCION

La distribucion de probabilidad del experimento de arrojar tres monedas legales es

x |0 (1 |2 |3
f(x) | 1/8 | 3/8 | 3/8 | 1/8

La variable aleatoria del experimento es Y ={y,, 1, 2, 3}, donde y, representa el valor que debe pagar el
jugador si en el resultado de arrojar las monedas no sale ninguna cara y los demas valores representan
la ganancia igual al nimero de caras que aparecen. La distribucion de probabilidad de la variable
aleatoria Y es la siguiente

Ganancia

y [vi [1 [2 [3
f(y) | 1/8 | 3/8 | 3/8 [ 1/8

Para que un juego sea legal se requiere que E(y)=0, entonces
(1/8)(y1)+1(3/8)+2(3/8)+3(1/8)=0

despejando y1=-12
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23. Supdngase que se van a vender 10 000 boletos a $1 cada uno en una loteria realizada para ayudar
en las investigaciones contra el cancer. El premio es un automovil con valor de $ 4000. Si usted compré
cinco boletos, ¢, cudl es su contribucion esperada a la investigacion en contra del cancer?

SOLUCION

Debido a que solamente se compran 5 de los 1000 boletos la probabilidad

de ganar es P(ganar)=5/10000

y la de perder P(perder)=9995/10000

El premio es 4000 pesos pero, se resta 5 porque se ha pagado por el boleto 4000-5=3995
y la perdida es 5.

La variable aleatoria del experimento Y es la ganancia y/o pérdida, Y ={-5 3995 }, entonces la
correspondiente distribucion de probabilidad de Y es

y 5 3995

fy) | 9995/10000 5/10000

El valor esperado de la variable aleatoria es

E(Y)=3995(5410000)+(-5)(9995/10000)=1.9975-4.9475 =-31

Distribucion de la media muestral X

Considérese una poblacién compuesta por los siguientes elementos P = {1, 3, 5, 7}, los cuales tiene una
distribucion de probabilidad uniforme, esto es, todos los elementos tienen la misma probabilidad de ser
seleccionados), lo anterior es mostrado en la siguiente tabla de distribucion de probabilidad

p(x)[ 174 [1/4 |14 [1/4

Su respectiva media y su varianza son

ty = E(X) = x, f(x;) =1(1/4)+3(1/4)+5(1/4)+7(1/4)=16/4=4

oy =E(x;,)’ - E(x)’

:ZXff(x)—uX:lsz 32@) 52(;]’“72(;]‘42:5

Supongase ahora que se realiza el experimento de seleccionar una muestra de dos numeros (X4, Xz)
(X, +X,)

2
promedio de los valores resultantes). Se pueden obtener un numero infinito de muestras, pero muchas

de la poblacién anterior con reemplazo y ademas se define la variable aleatoria X = (el
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de la muestra obtenidas seran idénticas, es decir tendran el mismo resultado, aplicando las técnicas de
conteo se sabe que hay solamente

4 |4 |=16| Diferentes muestras.

Explicitamente las muestras son:
S={(1,1), (1,3), (1,5), (1,7), (3,1), (3,3), (3,5), (3,7), (5,1), (5,3), (5,5), (5,7), (7.,1), (7.3), (7,5), (7.7)}
Aplicando la definicién de la variable aleatoria X se obtienen siguientes valores

X={1,2,3,4,567}
Con los resultados anteriores es posible construir una distribucion de probabilidad para la variable

aleatoria X a partir de todas las muestras posibles del mismo tamafio de una poblacién dada, lo anterior
se denomina distribucién muestral de la media.

La distribucion muestral de la media se puede obtener a partir de la siguiente tabla:

muestra | X, X Total Promedio

1 1 1 2 1

2 1 3 4 2 X f(x)
3 1 5 6 3

4 1 7 8 4 1 1/36
5 3 1 4 2 2 2/%6
6 3 3 6 3 3 3/36
7 3 5 8 4 4 4/36
8 3 7 10 5 5 3/36
9 5 1 6 3 6 2/36
10 5 3 8 4 7 1/46
11 5 5 10 5

12 5 7 12 6

13 7 1 8 4

14 7 3 10 5

15 7 5 12 6

16 7 7 14 7

Las distribuciones probabilisticas de todos los diferentes valores de un estadistico muestral

El valor esperado de la media muestral y su varianza son.

iy = E(X) =D %, f(X,) =1(1/6)+2(2/16)+3(3/16)+4(4/16)+3( 5/16)+2(6/16)5r7/16=4

o =E(X*)-EX)’
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o: =E(X)’ -E(X)’

—2 e _ 12 1 2 2 2 3 2 4 2 3 2 2 2 i _ 2
:Zx’f(x)_”)‘_l[16]+2[16] 3[16] 4[16] 5(16J 6[16]”[16] *

>
2

distribucion muestral

0.25

0.2

0.15

probabilidad

0.1

0.05

promedio de las muestras

Distribucién muestral de X con n = 2 muestras

Como se puede apreciar en la grafica anterior, la distribucién muestral de la media X tiene una forma
totalmente simétrica. Si el experimento se realiza con una poblacion y muestras mas grandes se
observaria el mismo comportamiento, es mas, en el caso limite de una poblacién y muestras infinitas la

s ‘2 . . . .z . . 2 .
distribucion se transformaria en una distribucién normal con media .y varianza o3~ , para mas
detalles de esta distribucion ver la siguiente seccion.

Unas preguntas interesantes son ¢,Cual es la relacion entre la media muestral £, y 13 ?,y ¢Cual es la

. . . 2 2
relacion entre la media muestral o," y 03" ?

2
o5
De el problema anterior so observaque i, =iy Yy 0')2( = —2)(

Aunque el problema anterior es un ejemplo de muchos posibles, las relaciones anteriores se cumplen en
el todos los casos de muestreo con reemplazo, esto es,
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Hy =My (27)
2

oy =% (28)
n

Donde n = tamano de la muestra

EJEMPLOS

24. Supdngase que una variable aleatoria X tiene la siguiente distribucion probabilistica

X 1 2 |3
f(x) | 1/3 |1/3]1/3

a. Obténgase la media varianza de la poblacion de X.

b. Sea X la media de una muestra aleatoria de dos ogservaciones tomadas con reemplazo a partir de
esta poblacion. Obténgase la distribucién muestral de X y preséntese graficamente.

c. Obténgase la media y la varianza de X con base a la distribucion muestral y verifiquese las ecuaciones
(27)y (28).

SOLUCION

Los valores de la media y varianza de la poblacién son

a) Uy =E(x)= Z”:xif(xi) =1(1/3)+2(1/3)+3(1/3) = 2

i=1

oy = E(X?) = E(X)? 12(1/3)+2%(1/3)+3%(1/3)-2°=1/3+4/3+9/3 =14/3-(2)* = 2/3

_ X *+X _
b) los valores posibles del promedio x = # de dos observaciones (n=2) son X ={1 3/2, 2 5/2 3}

Explicitamente las muestras son S = {(1,1), (1,2), (1,3), (2,1), (2,2), (2,3), (3,1), (3,2), (3,3}

Entonces
f(l):P()?zl)zl/9 f(3/2):P()7:3/2):2/9 f(2):P()7:2):3/9
f(5/2)=P(X =5/2)=2/9 f(3)=P(X=3)=1/9

Por lo tanto la distribucién de probabilidad para la media muestral X es

X 1132 2 |52] 3
f()f) 1/912/9|3/9|2/9 1/9

Su gréfica respectiva se muestra a continuacion
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distribucion muestral

I I I I I I I
| | | . | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
03f - — — . —— A
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
025/ - S N
l l l l l l l
| | | | |
| | | | | | |
g 02p----- it ] S I e e i Mty
g | | | | | | |
3 | | | | | | |
© | | | | | | |
Q | | | | | | |
© 015F----- I - - ---F-- F--F-- F--F-- [ [E . ——
Q | | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
| . | | | . |
01pF -~ i e i e S A S A i e i
| | | | | | |
| | | | | | |
| | | | | | |
005 - AR ) N
l l l l l l l
| | | | | | |
| | | | | | |
0 I I I I I I I
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

promedio de las muestras

c)

u, =EX)= Zn“xi F(X,) =1(1/9)+(3/2)(2/9)+2(3/9)+(5/2)(2/9)+3(1/9) = 2

i=1

o3 = E(X?) = E(X)” 1%(1/9)+(3/2)%(2/9)+2%(3/9)+(5/2)*(2/9)+3%(1/9) - 2°= 13/3-4=1/3

2

67
Comparando los resultados  f, = p3z=2 vy 0')2( =% =(2/3)2=1/3
n

Lo cual verifica las ecuaciones (27) y (28)

25. Se sabe que la varianza de una variable aleatoria Y es 225. Si Y es la media de una muestra
aleatoria de 36 observaciones para , obténgase el error tipico de Y .

SOLUCION

2 . - .y

Se sabe que o, =225 y n=36 observaciones, entonces utilizando la ecuacion 28
2 .

oy =— 20

225

= =——=15/6

n 36

SEy
EY

~
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26. Sea X la duracion en millas de cierta marca de neumaticos para automaovil. Supdnganse que la media
y desviacion tipica de X son, respectivamente, 30 000 y 200 mi. Si se selecciona una muestra aleatoria
de 16 neumaticos, ¢ cuales seran el valor esperado y error tipico de la media muestral?

SOLUCION

Tenemos una variable X, tiene media u, =30,000 , desviacion tipica o ,=200 y el tamafio de la
muestra es n =16

Entonces de las ecuaciones (27) y (28)

My = 1, =30,000 mi

oy, 200 200 ,
=—==—==—=50mi

“n Ale 4

26. Cierta poblacion tiene una media de 36 y una desviacion tipica de 5. Se extrae de esta poblaciéon una
muestra de 1000 y se calcula la media de la muestra.

a. Obténgase el valor esperado de la media muestral.

b. Obténgase el error tipico de la media muestral.

SOLUCION

Tenemos una variable X, tiene media 1, =36, desviacion tipica o, =5y el tamafio de la muestra es n
=1000

Entonces de las ecuaciones (27) y (28)

My = Hy=36

Gy:

ox S
Jn 1000
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Unidad IV Distribuciones paramétricas

DISTRIBUCIONES DISCRETAS DE PROBABILIDAD

ENSAYO DE BERNOULLI

Un Ensayo de Bernoulli: es un experimento con dos resultados posibles uno llamado EXITO y el otro
FRACASO. La variable aleatoria es X es tal que X(EXITO)=1y. X(FRACASO)=0, por otra parte, la
probabilidad P(X=1)=p y por lo tanto P(X}(y= q=1-p

La distribucion de probabilidad del ensayo de Bernoulli se representa en la siguiente tabla

f(x)|a |p

MEDIA Y VARIANZA DEL MODELO DE BERNOULLI

A partir de la distribucion de probabilidad se puede obtener su respectiva media y desviacion tipica
H = Z xif(‘xi) = (O)(Q)+ (1)(]7): @

entonces H=0D
E(X*)=x7f(0)=(0) (9)+(1)'(p)=p
ol =E(X)-u=p-p'=pl-p)=pq

por lo tanto o = ./pq

DISTRIBUCION BINOMIAL

El experimento binomial consiste en n ensayos independientes de Bernoulli. Para cada ensayo la
probabilidad de éxitos P(E)=p y por lo tanto de fracaso es P(F)=q = 1-p.

La variable aleatoria del experimento es X = {el nimero de éxitos en n ensayos}

Para el calculo de la probabilidad édun caso general de el experimento binomial obsérvese el caso
mostrado en la figura siguiente, donde se muestran k EXITOS y por lo tanto n — k FRACASOS.

k n-k

A
v
A
v

m
m
m
m
m
M
M
M
M
M

A
v
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Se muestra solamente un resultado posible de el total de eventos que tienen k éxitos,

En nimero de eventos que contienen k éxitos se puede determinar utilizando las técnicas de conteo,
esto es

!
N(k EXITOS)= "

(n—k)k!

La probabilidad del evento individual mostrado se obtiene aplicando la condicion de que cada ensayo de
Bernoulli es independiente y por lo tanto su probabilidad es el producto de las probabilidades individuales

P(EEE..EFFF..F)=PE)P(E)PE)..PE)PF)PF)PF)...PF)

=(p)(pXp)...\r)(a)(q)q)..(q)=P* q

n—k

Asi pues la pr

Escribiendo el resultado anterior de otra forma

fk) = (Z]p"q”- @.1)

Por otra parte es conocido que el BINOMIO DE NEWTON tiene la forma:
n X n kg n—k
(a+b)" =) | |a'b
io\k
de donde se observa inmediatamente que si se realiza el cambio de variable a = p y b=¢g se tiene
que el término dado en la sumatoria es igual al obtenido en la ecuacion (29), de ahi el nombre de la
distribucién binomial.
Por otra parte se puede verificar inmediatamente que (4.1) cumple con la propiedad

(p+q) = i(Z]p"q”

k=0
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MEDIA Y VARIANZA DE LA DISTRIBUCION BINOMIAL

No es facil determinar la media y desviacién tipica de la distribucion binomial directamente, pero se

puede n obtener aplicando las propiedades del valor esperado y la varianza para la suma de eventos
independientes.

La variable aleatoria se puede representar mediante la sumas de las variables aleatorias individuales de
cada uno de los ensayos de Bernoulli

X=X1+X2 +X3+ ...+Xn

Entonces para la media u

H=EX +X,+..+X)=EX)+EX,)+...+E(X,)

=p+p+---(+.9/—‘{pﬁ\

Por lo que

M =np (4.2)
Y para la desviacion tipica

Var(X, + X, +...+ X)) =Var(X,)+Var(X,)+...+Var(X,)
=pq+tpq+..tpg=npgq

Entonces

Los coeficientes binomiales dados por la ecuacion (4.1) se pueden calcular mediante el uso de una
calculadora o recurrir a las tablas donde se encuentran previamente evaluados.

Para el caso particular de n = 10 y p =0.5 se tienen la siguiente distribuciéon de probabilidad

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

f(x) |_0.00098 | 0.00977 | 0.04395 | 0.11719 | 0.20508 | 0.24609 | 0.20508 | 0.11719 | 0.04895 | 0.00977 | 0.00098

spondignie muestra una distribucion smétriga//

ibucién de probabilidad binomial para p=0.5 n=10

El histograma

0.25

0.2

0.15

Probabilidad

0.1

0.05

0 2 4 6 8 10

Distribucion binomial paran=10yp =0.5
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Para n =10y p = 0.2 Se obtiene la siguiente distribucion de probabilidad
X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
f(x) | 0.10737 | 0.26843 | 0.30198 | 0.20133 | 0.0880 | 0.02642 | 0.00550 | 0.00079 | 0.00007 | 0.0000 | 0.0000

Distribucién de probabilidad binomial para p=0.2 n=10

0.3

0.25

0.2

Probabilidad

0.15

0.1

0.05

: =

0 2 4 6 8

Distribucién binomial paran=10yp =0.2

APLICACIONES DE LA DISTRIBUCION BINOMIAL

EJEMPLOS

1. Obtenganse Ios valores de las S|gmentes expresiones.

a.C%(04)'06)} b.C*
SOLUCION
3!
C3(0.4)'(0.6)> =——— =(0.4)'(0.6)?=0.2492
a) T4 067 = 7 =04'08)
5!
b C3(0.6)*(0.4)> = = (0.6)%0.4)°=0.2304
) (0.6)°(0.4) A -2)] (0.6)°(0.4)

2. Obténganse los valores de las siguientes expresiones.

1
a. > ci(0.5)(0.5)
x=0
2
b. > c(0.5)(0.5)
x=0
c. P(X<2|n=5 y p=0.5)
SOLUCION
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2
b) > C3(0.5)*(0.5)" =C;(0.5)°(0.5)° +C} (0.5)(0.5)4C3 (0.5)7(0.5)°
x=0
=0.03125 + 0.15625 + 0.3125 = 0.5000
2
) P(X <2,n=5y P=(0.5)=>) C:(0.5)(0.5) =0.5000

x=0

3. Supdngase que en una prueba se incluyen diez preguntas de opcidon multiple, con cinco respuestas
para cada pregunta, de las cuales una es correcta. Si una estudiante responde las preguntas
simplemente adivinando, ¢ cual es la probabilidad de que

a. conteste correctamente cinco preguntas;

b. conteste correctamente tres o menos preguntas;

c. conteste correctamente cinco o mas preguntas?

SOLUCION

Puesto que son diez preguntas n = 10 y debido a que se contesta al azar y cada pregunta contiene
cinco posibles respuestas de las cuales solo una es correcta la probabilidad de EXITO es p=1/5=0.2 y
por lo tanto la de FRACASO q =1-1/5=4/5=0.8

Para obtener la evaluacion de cada una de las precuentas se puede recurrir a las tablas
correspondientes de la distribucion binomial

a) P(X=5,n=10, p=0.2)=C1°(0.2)%0.8)°=0.02642

3
b) P(X<3,n=10,p=02=)C,’(0.2)"(0.2)"" =0.87913

x=0

distribucion de probabilidad binomial para p=0.2 n=10

probabilidad

4
c) P(5<X,n=10,p=02)=1-p(X<5,n =10, p=0.2)=1- > C;(0.2)"(0.8)""" =
x=0

=1-0.96721=0.03279
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distribucion de probabilidad binomial para p=0.2 n=10

I I I T T T
0.3p--mmd-meee g i PR [ I o]
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- : ‘ : . . .
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=3
.
ol 1 N
0.05F- -3 f- oo}
0 H !
0 2

4. Supdngase que diez aparatos de radar estan operando independientemente uno del otro, y que la
probabilidad de que uno solo de los aparatos detecte un cohete enemigo es de 0.80. ;Cual es la
probabilidad de que nueve aparatos de radar detecten el cohete?

SOLUCION

De los datos proporcionados por el problema n =10 y | probabilidad de EXITO es p = 0.8 y la de
FRACASO q=1-p=1-0.80=0.20

La pregunta se refiere a que nueve de los aparatos exactamente tengan éxito en detectar el cohete
enemigo esto es k = 9, entonces

P(k=9,n=10,p=0.8)=C,’ (0.8)9«0.20)1=0.26844

5. Si se sabe que el 90% de los estudiantes que tornan un curso elemental de economia aprueban,
¢cuadl es la probabilidad de que al menos 3 estudiantes en una clase de 15 no aprueben el curso?

SOLUCION

Para este problema n = 15 la probabilidad de éxito es p = 0.9y de fracaso q=1-p =1-0.9=0.1

La pregunta se puede traducir al lenguaje simbdlico como

Puesto que las tablas de distribucion binomial acumulada dan la sumatoria empiezan en cero, se puede
transformar la expresion anterior al complemento
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P@B<kn=15p-=

=0.8)=1- ic}f (0.9)’{(0.29”"{
k=0

6. De la clase del ultimo semestre, 60% son muchachas. ;Cudl es la probabilidad de que en un grupo de
10 estudiantes seleccionados aleatériamente de esta clase haya

a. cinco muchachas; b. al menos 5 muchachas;
c. cuando mas 5 muchachas; d. entre 4 y 6 muchachas, inclusive?
SOLUCION

La clase corresponde a n =10 estudiantes con probabilidad de ser muchachas p = 0.6 y la de
muchachos q =1-p =1 -0.60=0.40

Traduciendo correctamente cada una de las preguntas al lenguaje matematico

P(X = 5,n = 15)p = 0%)=0.20066

P(5<X, n = 15 p = 0.4) = 1-P(X<4, n = 15; p = 0.4)=1-0.16624=0.83376

P(X<5, n = 18op = 0.4)=0.36640

P(4 <X<6,n=15,p=0.4)= P(X<6,n = 18, p = 0.4)-P(X<3, ,n = 15, p = 0.4)
=0.61772-0.05476 = 0.56296

O O T
S N N N

distribucion de probabilidad binomial para p=0.6 n=10
I I I T T
I et e - S A

0.25

0.2

0.15

probabilidad

0.1

0.05

Figura. La figura muestra la interpretacion grafica del inciso d)
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7. Supoéngase que la probabilidad de que al tirar un dado quede hacia arriba un nimero non de puntos
es 0.4: 4 Cual es la probabilidad de que en cinco tiradas del dado el nUmero de veces que aparezca un
numero non de puntos sea

a. menos de dos;

b. mas de dos;

c. entre dos y cuatro, inclusive?

SOLUCION

El numero de tiradas es n = 5 y la probabilidad de que quede un nimero non es p =0.4, entonces la
probabilidad de que quede un nimero par es q =1 —p =1-0.4 =0.6

a) p(X<2,n=5,p=04)=p(X <2 n=5p=0.4)=0.33696
b) p(X>2,n=5,p=0.4)=1-p(X <2,n =5, p = 0.4) =1-0.68256=0.31744

c) P(2<X<4,n=5p=04)=p(0<X<4,n=5p=04)-p(X1,n=5,p=04)
=0.98976-0.33696=0.6528

distribucion de probabilidad binomial para p=0.4 n=5

probabilidad

Figura. La figura muestra la interpretacion grafica del inciso c)

8. Considérese que el 50% de todos los empleados de una gran compafia estan casados. Sea X el
numero de empleados casados en una muestra aleatoria de empleados. Obténganse la media y
desviacion tipica de X.

SOLUCION

La probabilidad de estar casado es p = 0.5 y el numero de empleados es n=100
Aplicando directamente las ecuaciones (30) y (31)

w =np =100(0.5)=50
&%= npq = 100(0.5)(1-0.5)=25

G=\/E=5
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9. De acuerdo con los registros de produccion de cierta compafdiia, el 10% de tornillos producidos por
cierta maquina son defectuosos. Obténganse la media y la desviacion tipica para X si ésta es el nimero
de tornillos defectuosos en cualquier muestra aleatoria de tamafio 100.

SOLUCION

Como la variable aleatoria es el numero de tornillos defectuosos en la muestra n = 100, la probabilidad
“éxito” en este caso es p = 0.1
Aplicando directamente las ecuaciones (30) y (31)

w =np =100(0.1)=10

o= npq = 100(0.1)(1-0.1)=9

G=\/§=3
DISTRIBUCION CONTINUA DE PROBABILIDAD

DISTRIBUCION NORMAL

Es una distribucién continua descrita por la siguiente funcion de probabilidad

px=n=— A7)

o271

) Se aplica a MEDICIONES de cantidades fisicas continuas como longitud, masa, tiempo, voltaje
corriente, energia, temperatura, etc.

. Es la aproximacién de TEOREMA DE LIMITE CENTRAL

. Es una aproximacion de la distribucion binomial para n>35 y p=0.5

La distribucién Normal depende de dos parametros el valor esperado o media & y la desviacion tipica

o, Por lo que para cada uno de los valores de estos parametros se tiene una grafica diferente, pero
todas estas

,l(x—ﬂ]’
N(u,0) = e ° (4.4)

La variacion del pardmetro i ocasiona un desplazamiento de la grafica a la izquierda para valores
negativos y a la derecha para valores positivos. La Figura siguiente muestra el efecto descrito para las
graficas de la distribucién normal con desviacién tipica o =1, y tres diferentes medias ©=-2 =0y

u=2.
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0
-6 -4 2 0 2 4 6 8

Figura. Efecto de desplazamientopara o =1 u=-2, u=0y u=2
Por otra parte la variacion del parametro o hace que la altura y la anchura de la distribucion de
probabilidad cambien, esto es, si o es grande la distribucion sera mas ancha (mas dispersa) y su altura

disminuira, pero si o es pequefa su anchura disminuira (méas concentrada) y su altura serd mas grande.

La siguiente figura muestra el efecto de modificar la desviacion tipica para una media dada u =0,y

1
tres diferentes desviaciones o =1, c =4y o = 5

0.8
0.7+
0.6

0.5+

0.4+

0.3+

0.2+

0.1+

0 - 1 1 1 - |
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Figura. Efecto de estiramiento o estrechamiento para 4 =0,0=1,0=4 y u= A
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La probabilidad de que la variable aleatoria X tome un conjunto de valores en un intervalo (a,b) se
obtiene a partir de la siguiente integral

1 x—p\
pla<X <b)= i Ll dy (4.5)

e
"o\ 21

La figura siguiente muestra la grafica del area bajo la distribucion normal en un intervalo (a,b)

0.5

0.45+

0.35
0.3+
0.25+

0.2}

0.05

Figura. Area bajo la curva normal en un intervalo (a,b)

Resulta que la integral anterior no es tiene primitiva, esto es, no existe una funcion cuya derivada de
cémo resultado la funcién de distribucion normal dada por la ecuacioén (32). Por lo que la integral anterior
se obtiene mediante integracion numérica 6 series. El problema anterior de determinar la probabilidad en
un intervalo conduce a la elecciéon de una distribuciéon normal representativa la cual es conocida como
distribucion normal estandar.

Distribucion normal estandar

La distribucion normal estandar es aquella en la cual se tiene que « =0,0 =1, por lo que la ecuacion
(4.4) y (4.5) se transforman en

1

N(0,1)= 2 (4.6)
27 ¢

b 1 b1,

! N(ODdv = j e? dx 4.7)

Cualquier distribucién normal con media 1 y desviacion tipica o puede ser relacionada con la
distribucion normal mediante el cambio de variable
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(4.8)

La variable Z es conocida con variabie tipificada

El area bajo la curva normal estandar se puede consultan en tablas respetivas para los valores mas
comunmente utilizados. Las tablas disponibles en general solo abarcan un rango para la variable
tipificada de -3.4< Z <3.4, esto es debido a que la probabilidad de valores de Z mayores que 34 y
menores que 3.4 tienen una probabilidad muy baja, y la probabilidad el area o bajo la curva normal
estandar es practicamente 1.

0.45

0.4

El area bajo la distribuciéon normal estandar en el intervalo -3.4< Z <3.4 es practicamente 1.

APLICACIONES DE LA DISTRIBUCION BINOMIAL

EJEMPLOS

10. Obténganse las siguientes probabilidades.
a.P(Z<2.0) b. P(Z < 1.45)
c. P(Z> -1.76) d. P(Z > -1.65)

e. P(1.0<Z< 1.89) f. P(-1.4<Z< 1.75)
g. P(-2.15 < Z < -0.55)

SOLUCION

Lo valores de los incisos a) y b) se obtiene directamente de la tabla del area bajo la curva de la
distribucion normal.

a) p(Z<2.00)=0.9772
b) p(Z<1.45)=0.9265

Para los incisos c) y d) se procede como se indica a continuacién. El area para valores de Z mayores

que un numero negativo es equivalente al area por debajo del valor absoluto de Z, en la cual se utiliza la
simetria de la distribucion normal. Lo anterior es mostrado en la figura siguiente.
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051 0.5

0.451 0.45

5 B
7=-1.76

c) p(Z>-1.76) = p(Z<1.76)=0.9608
d) p(Z>-1.65) = p(2<1.65)=0.9505

En el inciso e) la probabilidad solicitada es igual al area entre los valores Z1=1.00 y Z2=1.89, que de
acuerdo a la figura y a la tabla se puede obtener mediante la diferencia de areas

0.5
0.45}
04}
035}
0.3}
0.25
02}
0.15+
0.1}

0.05

e) p(1.0< Z <1.89)=p(z<1.89)- p(Z<1)= 0.9706-0.8413 = 0.1293
f) El area buscada es mostrada en la figura siguiente:

051

Se puede descomponer en la suma de dos areas, el area comprendida de-1.40 a0 mas el areade 0 a
1.75. Para calcular la primera area se utiliza la simetria de la distribucion normal esto es
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P(-1.40<Z<0) = P(0< Z <1.40)= P(Z <1.40)-0.50

Para la segunda area se procede de manera semejante
P(0< Z <1.75)= P(Z <1.75)-0.50

Entonces sumando las areas

P(-1.40 <Z< 1.75) = P(Z <1.40)-0.50 + P(Z <1.75)-0.50 = P(Z <1.40)+ P(Z <1.75) — 1
= 0.9192 + 0.9599 — 1.0000= 0.8792

g) Utilizando la simetria de la normal el problema es equivalente a

P(-2.15 < Z < -0.55) = P(0.55< Z <2.15) = P(Z <2.15) - P(Z < 0.55)
= 0.9842 - 0.7088 = 0.2754

0.5 0.5
0451 0.45¢
0.41
0.35-
0.3F
0.25
0.2
0.151
0.1+

0.05F

11. Obténgase el valor de Z para cada una de las siguientes areas bajo la curva normal estandar.
a) A la izquierda de Z el area es 0.9949

b) A la izquierda de Z el area es de 0.9951
c) A la derecha de Z el area es de 0.005.
d) A laizquierda de Z el area es de 0.9412.
e) A la izquierda de Z el area es de 0.0582.
f) A la derecha de Z el area es de 0.2810.
g) A la derecha de z el area es de 0.0228.
SOLUCION

a) Se busca en la tabla el valor del area respectiva a = 0.9949 que corresponde a Z = 2.57.
b) procediendo de igual que el inciso anterior para a = 0.9951 Z = 2.58.

c) Serequiere el valor de area a la izquierda, por complemento este valor es a = 1-0.005=0.9950
En la tabla no existen el valor exacto de Z que conduzca al area = 0.9950, los valores mas aproximados
de Zson Z; =257 que conduce a a;=0.9949y Z,=2.58 que a, = 0.9951, entonces el valor de Z

buscado se encuentra entre estos dos valores de Z ya que el area solicitada se encuentra entre las dos
areas a = 0.9950.
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Como los valores son muy cercanos se puede aproximar el resultado pensando que la relacion es lineal,
esto es

Yo =W

X, —X
2 1
donde x4=a4 = area 1 correspondiente a y1=Z; y X,= a,= area 2 correspondiente a y,= Z,, entonces

7-7, :(Zz_le(a—al)

a, —a

Yy=->»"n-= (x—x)

Despejando ay y sustituyendo a x =a

Z,-7 58-2.
Z = H(a—a1)+Zl=( 2.58-2.57 j(o.9950—o.9949)+2.57=2.575
~a, 0.9951-0.9949

d) Buscando en la tabla los valores mas cercanos a el area a = 0.9412 son Z, = 1.56 con a;= 0.9406 y
Z,=1.57 con a, = 0.9418. Utilizando el resultado anterior

Z,—-7Z S7-1.
Z =2 =1 (a —a1)+ Z1 :( 1.57-1.56 j(09412—09406)+156= 1.565
a, —a, 0.9418 —0.9406

e) Los valores de areas menores que 0.5 en la tabla corresponden a valores negativos de Z, el problema
se pude cambiar por el valor positivo pero para el area =1- 0.0582 =0.9418 que buscando en la tabla
corresponde a Z = 1.57, por lo tanto el resultado es Z = -1.57.

f) Aplicando el complemento a = 1-0.2810 = 0.7190, buscando en las tablas el valor correspondiente es
Z=0.58

g) Aplicando el complemento a = 1-0.0228= 0.9772, buscando en las tablas el valor correspondiente es
Z=2.00

12. Una variable aleatoria (X) se distribuye normalmente, con una media de 100 y una desviacion tipica
de 15. Obténgase la probabilidad de que

a. X sea menor de 80.5; b. X sea mayor de 116.5;

c. X sea menor de 112; d. X esté entre 91 y 109;

e. Xesté entre 85y 97.

SOLUCION

Para el problema y =100y o =15

80.5-100
a) p(X<80.5)=P| Z < g |FP@<-1:30) = 1- P(Z<1:30) = 1-0.9032 = 0.0968
b) p(X>116.5) =P(Z > “6'5_10()) = P(Z> 1.1) =1 - P(Z< 1.1) = 1-0.8643= 0.1357
c) p(X<112) =P(Z < 112_100} = P(Z< 0.8) = 0.7881
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= P(-0.6<Z< 0.6)

d) p(91<X<109) :P(gl_loo <7< m_looj

= 2% (0.7257)-1 = 0.4515

= P(-1<Z<-0.2)

€) p(85<X<97) = P(%_IOO <7< 97_100}

= P(Z<1) - P(Z<0.2) = 0.8413 - 0.5793 = 0.2620

13. Una variable aleatoria (X) se distribuye normalmente con media 70 y desviacion tipica de 5.
Obténgase la probabilidad de que

a. X sea mayor de 66;

b. X sea mayor de 63;

c. X sea mayor de 71 y menor de 75;

d. X sea mayor de 79 o menor de 61.

SOLUCION

Para todos los incisos u=70, =5 y el cambio de variable a la variable tipificada se realiza mediante

66-70

a) P(X>66)= P(Z > j=P(Z>-O.8)= P(2<0.8)=0.7881

P(Z>-1.4)= P(Z<1.4)=0.9192

b) P(X>63)= P(Z L 63- 70]

<Z<

P(0.2< Z <1)= P(Z<1) - P(Z<0.2)

c) P(71<X<75)= P(71_70 75_70]

=0.8413 - 0.5793 =0.2620

d)  P(X>79)+P(X<61)= P(Z 27 ; 70) + P(Z < 61;7()) = P(Z>1.8) + P(Z<-1.8)

=2 (1-P(Z<1.8) =2(1- 0.9641)=0.0718

14. Un profesor de inglés ha determinado que el tiempo necesario para que los estudiantes concluyan
un examen final se distribuye normalmente con media de 110 min y desviacion tipica de 10 min.

a. ¢, Cual es la probabilidad de que un estudiante de inglés elegido aleatériamente concluya el examen
en menos de dos horas?

b. ¢Cual es la probabilidad de que un estudiante de inglés seleccionado aleatériamente concluya el
examen en 125 min o mas?

e. Si hay 50 estudiantes en la clase, ¢cuantos de ellos concluiran el examen antes de una hora £-50
minutos? 7

SOLUCION
La media y la desviacion tipica son p=110y c=10

a) Dos horas representan 120 minutos, entonces
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P(X<120)=P(Z<(120-110)/10 =P(Z<1)=0.8413

b) Si el estudiante debe resolver el examen en 125 o mas
P(125§>?$= P(Z<(125-110)/10 =P (1.5 < Z) =1- P(Z<1.5)=1 - 0.9332=0.0668

c) Primero se debe determinar la probabilidad de que los alumnos terminen antes de 110 min.
P(X<110)=P(X< (110-110)/10 =P (X <0) = 0.5

Entonces el nimero de alumnos que terminen antes de 110 min es n = N. P(X < 110) =(50)(0.5)=25

15. Supdngase que la longitud promedio de la estancia de los pacientes en cierto hospital es de diez
dias y la desviacion tipica es de dos dias. Considérese que tales duraciones se distribuyen
normalmente.

a. ¢ Cudl es la probabilidad de que el siguiente paciente que se reciba permanezca mas de nueve dias?
b. Si el dia de hoy se admitieron 200 pacientes, ¢cuantos continuaran en el hospital dentro de dos
semanas?

SOLUCION
La media y la desviacion tipica son p=10, 6=2
a) P(X>9)=P(Z>(9-10)/2 = P(Z_Z—O.5)=P(Z <0.5)=0.6915

b) N =200, X=2 semanas = 14 dias

P(X > 14) =P(Z >(14-10)/2) = P(Z > 2)=1-P(Z<2) =1-0.9772=0.0228
Entonces el nimero de pacientes después de dos semanas es n =N. P(X > 14) =(200)(0.0228)=4.56

16. Supodngase que las calificaciones de prueba de un examen estandar se distribuyan normalmente,
¢ Cual es el valor aproximado correspondiente al percentil 75 -ésimo?

SOLUCION

El percentil corresponde a el porcentaje del area total, entonces P(Z<Z,)=0.75
Buscando en la tabla los valores mas cercanos a el area a = 0.75 son Z; = 0.67con a;= 0.7486y Z, =
0.68 con a, = 0.7517. la aproximacion lineal

Z,-2 68-0.
Z=|2"%(g-a)+ 27 :( 0.68-0.67 J(O.7500—0.7486)+ 0.67 = 0.6745
a, 0.7517 - 0.7486

TEOREMA DEL LiMITE CENTRAL

El teorema del limite central establece que si X es cualquier variable aleatoria con media p vy
desviacion tipica o la distribucion de la media muestral X sera aproximadamente normal con media

o
—— sin importar la forma de la distribucion de

Nl

probabilidad de X siempre y cuando el tamafio de la muestra sea grande n>30

My = U, = y desviacion tipica oy =

Por lo anterior la variable tipificada para determinar la probabilidad de la variable aleatoria X es
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X —p

o/In

Z= (4.9)

EJEMPLOS

17. Supdngase que la distribucion de las edades de los empleados de una gran compafiia tiene una
media de 35 afnos y una desviacion tipica de 6 afios. Se considera que la distribucion no es normal. Si se
selecciona una muestra aleatoria de 36 empleados, y se calcula su edad promedio, ¢cual es la
probabilidad de que la edad promedio de la muestra sea

a. de mas de 37.5 afnos; b. de menos de 33 afos;
c. de entre 34.25 y 34.75 afios; d. de entre 36 y 37.75 afos?
SOLUCION

La media y desviacion tipica de la poblacion es p=35, =6 y el tamafo de la muestra n = 36

37.5-35
6/-/36
33-35

6//36

a) P(37.5< X )= P( < ZJ = P(Z >2.5) =1-P(Z<2.5)=1-0.9958 = 0.0042

b) P(X <33)= P( Z] = P(Z <-2) =1-P(Z<2)=1-0.9772 = 0.0228

34.25-35 34.75-35

636~ 636

P (0.25< Z <0.75)=P(Z<0.75)- P(Z<0.25)= 0.7734- 0.5987 =0.1747

c) P (34.25< X < 34.75) :P[ ] P(-0.75<Z <-0.25)

37.75-35

6/-/36

P(2< Z <2.75)=P(Z<2.75) - P(Z<1) =0.9970-0.8413=0.1557

d) P(36< X <37.75) = P(36 35 j P(1< Z < 2.75)

18. La distribucion de los 10 digitos aleatorios 0, 1, 2,. . ., y 9 se considera como uniforme, ya que la
probabilidad de que aparezca cada digito es de 0.1. Supdngase que se selecciona una muestra
aleatoria de 100 digitos, ya sea utilizando la tabla de digitos aleatorios o mediante el método de la urna
con reemplazo, y se calcula una media muestral. Obténganse las siguientes probabilidades.

a.P(x <4.84) b.P(x >4.79)

c.P(4.18<x <4.87) d. P(4.00 < x <4.90)

SOLUCION

Para la distribucion uniforme

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
f(x) 1/10 1/10 1/10 1/10 1/10 110 110 1/10 110 1/10

Por lo tanto la media p y la desviacion tipica o poblacionales son

p=E(x)=>"x,f(x;)=0(1/10)+1(1/10)+2(1/10)+3(1/10)+4(1/10)+5(1/10) + 6(1/10)+7(1/10)+8(1/10) +
9(1/10)+ = 4.5
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E(x*) = inzf(x[) =0? (1/10)+17 (1/10)+2% (1/10)+3? (1/10)+4? (1/10)+5° (1/10) + 62 (1/10)+72 (1/10) +
8% (1/10) + 9% (1/10) = 28.5
=E(x*)— u’ =285- (4.5 =8.25
8.25=2.87

Entonces para una muestra n=100

4.84—-45
2.87/~/100
479-45
2.87/~/100

a) P(X <4.84)= P(Z < J P(Z< 1.19) = 0.8830

b) P(x >4.79)= ( 3 J P(. O1>Z =1-P(Z<1.01)=1-0.8438 = 0.1562

4.18-45 _,  487-45
2.87/-/100 2.87/-/100

= P(Z<1.11)+P(Z<1.29)-1 = 0.8665 +0.9015-1=0.7680

c) P(4.18<f<4.57):P( j P(-1.11<Z <1.29)

4.00-45 _, _ 490-45
2.87/~/100 2.87/~/100

= P(Z<1.74)+P(Z<1.39)-1 = 0.9591+0.9177-1=0.8768

d) P (4.00< X <4.90) =P( J P(-1.74<Z <1.39)

19. Supdngase que a fin de mes los saldos de las cuentas de cheques en bancos se distribuyen
normalmente con media $250 y desviacion tipica $15.

a. ¢,Cual es la probabilidad de que una cuenta seleccionada aleatériamente tenga un saldo de mas de
$272.50?

b. ¢ Cual es la probabilidad de que el promedio de una muestra aleatoria de 25 cuentas sea de mas de
$257.50?

SOLUCION

De el problema se obtiene que p=250,6=15y n=25

272.5-250
a) P(272.5< x)= P BT Z |=P(1.5<1=1-P(Z <1.5)=1-0.9332=0.0668

b) P(257.54 X )= P| Z < 257.5-250 =P(2.5< Z)=1-P(Z < 2.5)=1-0.9938=0.0062
15/-/25
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Aproximacion de la distribucion binomial mediante la distribucion normal.

La distribucion binomial con variable aleatoria X que representa el numero de éxitos con probabilidad
p puede ser aproximada mediante una distribucion normal si cumple que el nimero de muestras es

grande, esto es, n > 30 y con probabilidad p = (.5 . Sila probabilidad p esta alejada de 0.5, entonces
es posible que se requiera un mayor nimero de datos para obtener una mejor aproximacion.

La media a utilizar por parte de la normal

H=np (4.10)

y la desviacion tipica o estandar
o =./npq (4.1 1 )

La aproximacion se puede llevar a cabo para un numero # menor siempre y cuando el producto de 7 p
y n(l—p) sea mayores a 5, por ejemplo para el caso n =15y p=0.4 se tiene que np=6y

n(l—p) = 9.6, entonces el posible aproximar la distribucion binomial mediante la distribucion normal
para este caso. La figura siguiente muestra la distribucién binomial y la normal paran=15y p = 0.4.

0.15F

0.1

probabilidad

0.05F

O | I | L 1 1 | I | . 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16

numero de exitos

Figura. Aproximacion de la binomial mediante la distribucion normal, n =15y p =0.4
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Siahora n=15y p=0.3 setieneque np=45y n(l —p) = 10.5, entonces, para este caso no es

adecuado aproximar la distribucién binomial mediante la distribucién normal La figura siguiente muestra
la distribucion binomial y la normal paran=15y p =0.3.

0.25

/B

o

=

(9]
:

probabilidad

o
-
T

0.05

0 T | | I I I | | . . .
0 2 4 6 8 10 12 14 16

numero de exitos

Figura. La aproximacioén de la binomial mediante la distribucién normal no es aconsejable para este caso
n=15y p=0.3

Como se puede deducir de los dos caso anteriores si la probabilidad de éxito se aleja de 0.5 entonces
para obtener una buena aproximacién normal se requerira un n mucho mayor, por ejemplo, para n =30

y p=0.3 se tiene que np=9 y n(l—p) = 21, y entonces si es posible aproximar la distribucion
binomial mediante la normal. La siguiente figura muestra la aproximacion paran =30y p =0.3

0.18 -

0.14 \

0.1+

probabilidad

0.08 |-

0.06 |-

0.04 -

0.02 -

0 " | I . | | | B . " " "
0 5 10 15 20 25 30
numero de exitos

Figura. Aproximacion de la distribuciéon binomial a la normal paran =30y p =0.3
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EJEMPLOS

20. Supodngase que cierta medicina tiene un 80% de efectividad para curar cierto tipo de enfermedad. Es
decir, en promedio de cada 100 pacientes que contraen la enfermedad y reciben la medicina, se espera
que 80 se recuperen. Sea X el numero de pacientes en una muestra aleatoria de 100 que se recuperan
después del tratamiento. Obténganse las siguientes probabilidades mediante la aproximacion normal.

a. mas de 80 se recuperaran o P(X%O);

b. P(80 < X < 90);

c. P(70 < X < 75).

SOLUCION

La probabilidad de éxito es p = 0.8 y el tamafo de la muestra es n = 100
La media y la desviacién tipica son

M =np =(0.8)(100)=80
o =[npg = /100(0.8)(1-0.8) = 4

Entonces
a) P(X>80)=P(Z > (80-80)/4=P(Z >0)=1-P(Z <0)=1-0.5=0.5

b) P(80< X <90)=P((80-80)/4 < Z< (90-80)/4)=P(0< Z < 2.5) = P(Z < 2.5)- P(Z<0)
=0.9938-0.5=0.4938

c) P(70< X < 75)=P((70-80)/4 < Z < (75-80)/4 Z <-1.25)=P(1.25 < Z< 2.5)
= P(Z<2.5)- P(Z<1.25)=0.9938-0-:8944=0.0994

21. Se tira diez veces una moneda balanceada. Obténgase la probabilidad de que ocurran ya sea el
seis, siete u ocho caras mediante

a. la distribucién binomial;

b. el método de la aproximacion normal con correccion por continuidad.

SOLUCION

a) Puesto que la moneda es balanceada p = 0.5 y n =10, aplicando la distribuciéon binomial

10 6 4 10 7 3 10 8 2
PEX<8)=| *[05)'(0.5)" +| " |(0.5)(05) +| " [(0.5)"(0.5)
=0.205078+0.11718+0.043945=0.366203

b) Aplicando la distribucion binomial y la correccion por continuidad

H=np=10(0.5)=5

o =[npg = [10(0.5)(0.5) = /2.5 =1.5811

P(6< X < 8)=P((5.5< X < 8.5)=P((5.5-5)/1.5811 < Z < (8.5-5)/1.5811)
=P(0.3162 < Z < 2.2136)= P(Z < 2.21)-P(Z < 0.32) =0.9864 - 0.6255 = 0.3609
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UNIDAD V Inferencia estadistica

INFERENCIA ESTADISTICA

Los conceptos basicos de probabilidad y distribuciones muestrales sirven de base para el método de
inferencia estadistica, la cual tiene como objetivo obtener informacion de las poblaciones a partir de las
muestras obtenidas. En general se avoca a las dos siguientes areas prueba de hipétesis y
estimacion.

PRUEBA DE HIPOTESIS Y ESTIMACION.

Una explicacién concisa de cada una de estas areas se da a continuacion:

e prueba de hipotesis: aceptar o rechazar declaraciones acerca de los parametros de la poblacién.
e estimacion: estimar valores de los parametros de la poblacion.

PLANTEAMIENTO DE LA HIPOTESIS NULA Y ALTERNATIVA

Una hipodtesis estadistica consiste en realizar una declaracion afirmativa o negativa acerca del valor de
un parametro o parametros de una poblaciéon. La aceptacion o rechazo de la hipétesis estadistica
requiere de informacién obtenida a partir de la muestras de la poblacion. Si la informacién obtenida es
suficiente, la hipotesis estadistica puede ser apoyada o no.

Los pasos esenciales para realizar una prueba de hipotesis se indicas a continuacion:

o identificacion del patron de distribucion de la variable aleatoria (binomial, normal...)

Un procedimiento estadistico que requiere la identificacién de la distribuciéon probabilistica se denomina
enfoque paramétrico. Si no se especifica la distribucién de probabilidad entonces se tiene un enfoque
no paramétrico.

¢ planteamiento de la hipétesis. En general se proponen 2 hipétesis, una denominada hipétesis
nula denotada por H,, la cual se propone con el objetivo de ver si puede ser rechazada y la hipotesis
alternativa la cual se denota por H, y es valida si la hip6tesis nula es rechazada.

Comunmente la hipotesis nula H,, implica la idea de que no hay diferencia entre los parametros, de ahi
su nombre de nula.

Por ejemplo se puede proponer que el promedio no es diferente de un valor particular, esto es Ho:pu = o

Las hipotesis alternativas H4, que pueden establecerse como complementaria para la hipétesis nula H,
anterior, puede tomar alguna y solo una de las siguientes opciones:

PRUEBA DE DOS COLAS

Hoin = po
Hitp = po

Debido a que no se especifica la direccidon de la diferencia entre u y o, la prueba se le denomina
prueba de dos colas.
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Figura. Esquema utilizando la distribucién normal para mostrar la prueba de dos colas, la region sombreada
representa la region de rechazo de la hipétesis nula Ho

PRUEBA DE UNA COLA DERECHA

Hoin = po
Hiip>po

Como p > g, la prueba es llamada de una cola derecha

0.5
0.45 |
0.4l
0.35|
0.3
0.25

0.2 -

0.1~

0.05

Figura. Esquema utilizando la distribucién normal para mostrar la prueba de cola derecha, la region sombreada
representa la region de rechazo de la hipétesis nula Ho

PRUEBA DE UNA COLA [ZQUIERDA:

Hoili: Ho
Hitp < po

Como u < g, la prueba es llamada de una cola izquierda
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o
-4 -3 -2 -1 [§) 1 2 3 a

Figura. Esquema utilizando la distribucion normal para mostrar la prueba de cola izquierda, la regién
sombreada representa la regidon de rechazo de la hipétesis nula H,

ESPECIFICACION DEL NIVEL DE SIGNIFICACION a

Normalmente las muestras extraidas de una poblacién en general no son idénticas y presentan
diferentes medias y desviaciones tipicas, etc., estas diferencias pueden deberse a la naturaleza
aleatoria del problema, por ejemplo si se considera la prueba de hipdtesis

Hoili: Ho
Hitp > po

La pregunta seria ¢ Qué tan grande debe ser la media muestra para rechazar la hipétesis nula? De otra
manera, ¢ Qué tan grande debe ser la media muestral para que se considere significativamente mayor?

La respuesta a la pregunta depende directamente del nivel de significacién elegido para realizar la
prueba de hipétesis, normalmente se denota como «, por ejemplo si a = 5%, la hipétesis nula no se
rechazara en 5 de 100 muestras lo suficientemente grandes.

Los valores comunmente elegidos como niveles de significaciéon son

a=10%, a=5%, 0=2.5%, 0=1.0%, 0=0.5%

El nivel de significacion: se puede entender también como la probabilidad de rechazar una hipétesis
nula verdadera o la probabilidad de cometer un error tipo | que anteriormente se denoto por a.

Por otra parte el error de no rechazar la hipétesis nula cuando es falsa se denomina error tipo Il,

denotado por B.

Los dos tipos de errores se resumen a continuacion

TIPO DE ERROR PROBABILIDAD
Rechazar H, cuando es verdadera | .
No rechazar a H, cuando es falsa Il B

La relacion entre los tipos de error o y B se muestra en la siguiente grafica para la .Ho:u= po y Hy: u>po

102



APUNTES DE ESTADISTICA GONZALO GALVEZ COYT

H= po

K> Ho-
Figura. Relacion entre los errores tipo | representado por el area sombreada o y el error tipo Il
representado por el area sombreada 3

Las areas oscuras representan la probabilidades o y B, si se disminuye la probabilidad o al desplazar la
linea vertical a la derecha el valor de P aumenta, y viceversa, si la linea vertical se mueve a la izquierda
aumenta a y disminuye f.

PLANTEAMIENTO DE LA REGLA DE DECISION

o Elegir el estadistico de prueba el cual es una variable aleatoria cuyo valor se utiliza para aceptar o
rechazar la hipétesis nula. Puedes ser un estadistico muestral tal como la media muestral, desviacion
tipica, proporcion de defectos, etc.

e Especificar el nivel de significancia de «.

e Los valores del estadistico de prueba se dividen en 2 categorias: region de rechazo y region de
aceptacion, también se conoce la region de rechazo como regidn critica.

TOMA DE LA DECISION:

e El valor que separa las dos regiones es llamado el valor critico. Se toma la decision dependiendo
en que region cae el valor del estadistico de prueba. Si el valor del estadistico de prueba cae el la region
de rechazo, la hipotesis nula se rechaza, en caso contrario se acepta.

TABLA DE DECISIONES

Decision Ho es verdadera Ho es falsa

Se rechaza H Error tipo | Decision correcta
o 1_[3

No se rechaza H, Decision (;?gecta Error tlpog
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Las siguientes figuras muestran el valor critico, las regiones de aceptacion y rechazo, para el caso de
que se utilice a Z como estadistico de prueba, para cada una de los tres tipos de prueba de hipoétesis.

Prueba de dos colas

0.5 -
0.45 -
0.4
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0o.1

0.05

-4 -3 —%/2 —“I o 1 a/22 3 4

A

».d »d »

l A ., <, L\l = |
Region de rechazo ¢ Region de aceptacion ¢ Region de rechazo

Valor critico Valor critico
Za/2 Za/2

Prueba de cola derecha

0.5
0.45
0.4 -
0.35 |
0.3 -
0.25
0.2
0.15 |
0.1

0.05 -

o
-4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4
< »d »

Region de aceptacion Vf Region de rechazo g
Valor critico
Prueba de cola izquierda Za

0.5
0.45 -
0.4
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1

0.05

o
a4 -3 2 o -1 o 1 2 3 <
<

Regién de rechazo ¢ Region de aceptacion
Valor critico
Zo
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EJEMPLOS

1. En la prueba de la hipétesis nula p = 100, la hipétesis alternativa puede ser cualquiera de las
siguientes.

a. n=110 b. =90
c. 1> 100 d.p <100
e.n =100

¢ Cuales de estas cinco pruebas son de una cola? ;Cuales son de dos colas?

SOLUCION

) Como p =110y se encuentra a la derecha, es una prueba de cola derecha.

) En este caso 1 =90 es menor a 100, por lo que es una prueba de cola izquierda.
)u> 100 es una prueba de cola derecha.

)u <100 es una prueba de cola izquierda.

) u=10 representa a una prueba de dos colas.

2. Supdngase que la produccion promedio por hora de los trabajadores de cierta fabrica es de 60
unidades. El director de personal de la fabrica afirma que el programa de entrenamiento implantado
hace algun tiempo ha aumentarlo la productividad de los trabajadores. Plantéense las hipdtesis nula y
alternativa.

SOLUCION

La Hipdtesis nula en general se relaciona con que el estimador no cambia, por lo tanto Hy. p=60 y como
se sefiala que el programa de entrenamiento ha mejorado la productividad la hipotesis alternativa se
propone de cola derecha, esto es Hy. u>60

3. Cierto proceso de produccién esta disefiado para dar como resultado tornillos con una longitud
media de 3 plg. Plantéese la regla de decisidon para cada una de las siguientes situaciones:

a. El gerente de produccion desea determinar si la longitud promedio ha disminuido.

b. Desea determinar si la longitud promedio ha aumentado.

c. Desea determinar si la longitud promedio ha cambiado.

SOLUCION

Para el problema se debe seleccionar ny= 3 pulgadas y de acuerdo a cada uno de los incisos

a) Ho. pu=3 Hy u<3 Ha disminuido
b) Ho. n=3 Hy p>3 Ha aumentado
c) Ho. p=3 Hqy p=3 Ha cambiado

4. Supongase que el gasto anual en libros por parte de los estudiantes universitarios de los EUA se
distribuye normalmente con media de $ 200. Formulese, para cada una de las siguientes pruebas, la
hipotesis alternativa y plantéese la regla de decision.

a. Pruébese si los estudiantes en la universidad a la que usted asiste han gastado mas que el promedio
nacional.

b. Pruébese si el gasto anual por parte de los estudiantes de la universidad a la que usted asiste es
diferente del promedio nacional.
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SOLUCION
En este caso se elige o= 200 y la hipétesis nula es para ambos inciso Hgy. u =200.

a) La hipétesis alternativa es Hy. u<200, y se rechaza H, para algin valor de X lo suficientemente
grande.

b) La hipotesis alternativa es H;. p# 200 y se rechaza Hy, si X lo suficientemente grande o
suficientemente pequefio.

HIPOTESIS INEXACTA

Las hipotesis se pueden clasificar como exactas e inexactas. Una hipotesis es exacta si se especifica

en la prueba un dnico valor, por ejemplo, Hy : u= o, mientras que si especifica un conjunto de valores

como Ho: p< po 6 Ho: > o sera una hipoétesis inexacta. Las siguientes figuras muestran los casos de
la Hipotesis exacta e inexacta de manera gréfica.

Oo.1

0.09 -

0.o8

0.07

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

o

80 85
Ho:ipn< o

Figura. Sucesion de graficas con media menor a 100 que muestran el caso Hg: u< o

A

O.1

0.09 -

0.08

0.07

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

o |
80 1ho 115 120 125 130

»

Ho: > 1o »
Figura. Sucesion de graficas con media mayor a 100 que muestran el caso Hp: p > o

El area sombreada para cada una de las graficas de las dos figuras anteriores es cada vez mas pequefia
conforme la media se vuelve mas pequefia (6 mas grande), lo anterior implica que si se rechaza la
hipotesis exacta u = p, con probabilidad a entonces para todos los casos u < o (6 1> p,) Se rechazara
la hipétesis nula con una probabilidad menor a a. Por lo que los casos de hipdtesis inexactas se
trabajaran como hipotesis exactas u = p, con probabilidad de rechazo a.
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PRUEBAS DE HIPOTESIS PARA MUESTRAS GRANDES

PRUEBA PARA LA MEDIA DE LA POBLACION

Se utiliza la media muestral X como variable aleatoria obtenida a partir de una muestra de tamafio n la
cual se obtiene de una poblacion con media 11 y desviacion tipica o©.

Si la muestra es grande (teorema del limite central n>30) 6 | la poblacién tiene una distribucién normal.
Entonces, la muestra tendra una distribucion normal.

Como ha sido mostrado anteriormente (distribucién muestral de la media 6 teorema del limite central)

o
Hy =H Yy Oy =—
n

El estadistico de prueba Z para la prueba de una media con distribucién normal es

7=""Hx (5.1)
Ox
)
X —
z=2"H (5.2)
O
in
EJEMPLOS

5. Se supone que los C.I. de los alumnos de cierto grupo étnico esta en promedio ocho puntos por
encima que el promedio de todos los alumnos en el pais. Se sabe que para todos los alumnos la media
es 100 y la desviacion tipica es 15. Pruebas aplicadas a una muestra de 25 alumnos seleccionados
aleatériamente entre el grupo étnico en cuestidon proporcionan un C.I. medio de 104. Considerando que
los C.I. Tienen una distribucién normal, pruébese la hipoétesis Hy : u = 100 en contra de la hipétesis
alternativa Hy: p =108 en o= 0.05. Determinese también el valor de .

SOLUCION

Los datos del problema son
La media y desviacion estandar son p=100, c =15, el nivel de significacion es a=0.05, el tamafio de la

muestra es n = 25 y la media muestral es X =104
Las Hipdtesis correspondientes nula y alternativa son respectivamente

Ho. n=100
Hi. 14=108

La prueba es de una cola derecha. A partir del nivel de significancia a=0.05, se determina el area a la
izquierda como A =1-0.05 =.95, entonces el valor critico Za. se obtiene de la puntuacion cuya area bajo la
curva normal es igual a 0.95 este valor corresponde a Zo. = 1.645

Calculando el estadistico de prueba correspondiente a partir de la tipificacion de la media muestral x
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104-100
15

J25

Puesto que 1.333< 1.645 (Z< Za) el valor cae dentro de la region de aceptacion por lo que no se
rechaza Hy, ver grafica.

=4/3=1.333

0.5
0.45 -
0.4
0.35 -
0.3 -
0.25 -

0.2 -

0.1 -

0.05

la_ = ) = o A NEE 3 a4
D Region de aceptacion Vf Region de rechazo "
Zo=1.645

b) Para determinar el error tipo Il 6 B, se requiere determinar primero X, la cual se puede obtener
X, —u

o/In

despejando de la relacion Z, =

>

_7 (o _ 15 - _
3 —Za(/ﬁj+y—l.645( 25)+100 1.645(3)+100=104.935

La figura siguiente muestra la idea general para determinar el error tipo (.

=

=108

Figura. Idea general para determinar el error tipo (.
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Entonces el error tipo B es igual de acuerdo a la figura anterior

P(Z <-1.02166)=1-0.8461=0.1539

= P(X < 104.9,4=108, 6=3)= p(z < 1049108]

6. Una compafia que procesa fibras naturales afirma que sus fibras tienen una resistencia media a la
ruptura de 40 Ib y una desviacion tipica de 8 Ib. Un comprador sospecha que la resistencia media a la
ruptura es de solamente 37 Ib, Una muestra aleatoria de 64 fibras proporciona una media de 38 Ib.
¢ Debera rechazar el comprador Hy: ©=40 en favor de H,: u = 37 si el nivel de significacién es 0.017?

SOLUCION
Los datos del problema son

Los parametros poblacionales son p=40, c=8 promedio probables n,=37, tamafo de la muestra n = 64
nivel de significacién a=0.01, media muestral x =38

Las Hipétesis correspondientes nula y alternativa son respectivamente

Ho; p.:40
Hq. ny=37

La prueba es de una cola izquierda, entonces, el area a la izquierda de la distribucion debe ser

A =1-0=1-0.01=0.99 lo cual corresponde a Z,= - 2.3226

X-u 38-40
o 8

e

-2

El valor del estadistico de pruebaes Z =

El cual es mayor que Z,, .

Por lo tanto no se rechaza H,

0.5
0.45 -
0.4 -
0.35 -
0.3 -
0.25
0.2
0.15 -
0.1
0.05 |
o ‘ ‘ ‘ ‘
-4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4
dl il »
- L L
Region de rechazo Region de aceptacion

Za=-2.3226
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7. Un fabricante de medias esta considerando reemplazar una vieja maquina de coser por una nueva. La
vieja maquina produce cuando mas, un promedio de 300 pares de medias por hora, con una desviacion
tipica de 30 pares. Se considera que la produccién por hora de tales maquinas de coser tiene una
distribucion normal. El vendedor de la nueva maquina afirma que su produccién promedio por hora es de
mas de 300 pares. La nueva maquina se prueba durante un periodo de 25 h y se determina su
produccion promedio por hora como 310 pares. si el nivel de significacion es de 0.05, ;deberia
rechazarse la hipétesis nula p = 3007

SOLUCION
Los datos proporcionados por el problema son

Media p=300, desviacion ©=30, tamafo de la muestra n = 25, nivel de significancia o =0.05, media
muestral X 310

La prueba de hipotesis se puede plantear como:

Ho: 1=300
Hy. 1>300

Corresponde a una prueba de una cola derecha

Utilizando la el nivel de significacion a=0.05, se determina el area a la izquierda de la distribucién
normal A =1-a=1-0.05=0.95, el cual corresponde a una valor de puntuacién critico Z,=1.645

El valor del estadistico de prueba Z es

_X-p  310-300
o 30

oo 2s

En este caso Z, < Z, la hipotesis nula se rechaza.

Z = 1.6666

Por lo tanto se rechaza H, a favor de de la hipotesis Hy

0.5
0.a5
0.4

0.35 -

o-3r 7=1.6666

0.25

0.2

O.1

0.05 -

Region de aceptacion | Regioén de rechazo
Za=1.645
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8. Una compafiia de servicio publico desea determinar si su nuevo horario de Trabajo ha reducido de
manera importante el tiempo de espera de los clientes para servicio. El tiempo de espera fue de al
menos 30 min en el pasado y se sabia que la desviacion tipica era de 12 min. Se selecciona
aleatériamente una muestra de 144 observaciones. Se obtiene una media de 28 min. ;Deberia
rechazarse la hipétesis nula p > 30 en favor de la hipoétesis alternativa p < 30 para o = 0.05?
SOLUCION

Los datos proporcionados por el problema son

Media p=30 min, desviacién ©=12 min, tamafio de la muestra n = 144, nivel de significancia o =0.05,
media muestral X =28 min

La prueba de hipdtesis nula es inexacta se puede plantear como:

Ho; u230
H1: H<30

Corresponde a una prueba de una cola izquierda

Utilizando la el nivel de significacion a=0.05, se determina el area a la izquierda de la distribucion
normal A =1- a=1-0.05=0.95, el cual corresponde a una valor de puntuacion critico Z,= -1.645

El valor del estadistico de prueba Z es

X-u 28-30
o 12

In 144

En este caso Z < Z,, la hipotesis nula se rechaza.
Por lo tanto se rechaza H, a favor de de la hipotesis H
Lo que se traduce en que el servicio al cliente ha mejorado.

Z =-2.000

0.5 -
0.45 -
0.4
0.35
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Zo=-1.645
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9. Los empleados que contraen cierta enfermedad y reciben tratamiento médico normal para ella
permanecen ausentes del trabajo durante un promedio de 15 dias. Un equipo médico de investigacion
afirma que se ha desarrollado un nuevo tratamiento que reduciria el periodo promedio de ausencia del
trabajo. Considérese que el periodo de ausencia del trabajo tiene una distribucion normal y una
desviacion tipica de tres dias. ¢ Deberia rechazarse la hipotesis nula p = 15 para o= 0.1 si una muestra
de 16 pacientes que han recibido el nuevo tratamiento tiene una ausencia promedio del trabajo de
exactamente 13 dias?

SOLUCION

Los datos proporcionados por el problema son p=15 dias, =3 dias,n =16, X =13 y o =0.1
La prueba de hipotesis corresponde a una prueba de una cola izquierda con A =1- a=1-0.1=0.9
correspondiente a Z,= -1.282

El valor del estadistico de prueba Z es

X-u 13-15
o 3

o e

En este caso Z < Z,, la hipotesis nula se rechaza.

Z =-2.666

Por lo tanto se rechaza H, a favor de de la hipotesis Hy, el tratamiento es mejor.

PRUEBA DE LA DIFERENCIA DE MEDIAS

En ocasiones se requiere indicar por parte de la estadistica si la diferencia entre dos medias muestrales
es lo suficientemente grande para asegurar que esas diferencias no se deben a efectos del azar, sino
que las muestras tomadas provienen de dos poblaciones distintas. La siguiente figura muestra el caso de
dos distribuciones normales con desviacion tipica 0 =10 y medias py = 100y p, = 120

0.035 -

0.025 -
0.02

0.015 -

[S]e) 80 100 120 140 160

pr = 100 p2 = 120

Figura. Representacion de dos poblaciones con desviacion tipica 6 =10 y medias p1= 100y pz = 120
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Para probar la hipotesis acerca de la diferencia de medias se introduce la variable aleatoria

D=X -X, (5.3)

Donde X, es una muestra tomada de una poblacion con media y, y desviacion tipica o, y X,

procede otra poblacion con media ¢, y desviacion tipica o, . Los parametros para variable aleatoria D

se puede determinar aplicando las propiedades del valor esperado y varianza para muestras
independientes

5:E(D):E(yl_‘Yz):E(Yl)TE(Xz):,ul —H, (5.4)

y la varianza

2 2
o2 =VAR(X, T X,) = VAR(X,) +VAR(X,) = T + %2 (5.5)
n,n,

Entonces, la desviacion tipica es

(5.6)

a la que se denomina error tipico de la diferencia entre dos medias muestrales.
Si las muestras X, y X, provienen de distribuciones que son normales o si las muestras son grandes,

esto es n;y n, >30 la distribucién de la variable aleatoria D es normal.

La prueba de hipotesis acerca de la diferencia de medias se puede llevar acabo bajo dos condiciones
diferentes:

. . 2 2 .
1) Cuando se conoce las varianzas poblacionales o, y o, 0
2) Cuando no se conocen las varianzas poblacionales y tienen que estimarse a partir de las varianzas
2 2
muestrales s; y s, .

Primeramente los problemas que se desarrollan continuacién suponen conocidas las varianzas
. 2 2
poblacionales o, y o, .

La hipétesis nula para la prueba de la diferencia de medias denotada por & es
Ho 50 6 wi=m

Para la hipétesis alternativa puede tomar cualquiera de las siguientes posibilidades

Hq: 6<0 Cola izquierda pe < p2
8 >0 Cola derecha Ly > o
8 #0 Dos colas Wy # W

El estadistico de prueba es

(5.7)
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Recordando la hipétesis nula p4 =p, y la definicion de o5

(5.8)

La prueba se realiza de manera semejante a la realizada anteriormente para la media, solamente que
ahora para la prueba de dos medias se utiliza un estadistico diferente.
EJEMPLOS

10. Se realizé un estudio para determinar si los alumnos pertenecientes a dos grupos étnicos, | y Il
tienen distintos Cl., promedio. Se considera que las varianzas de los Cl en los grupos | y Il son

respectivamente, 012 =225y (722 = 196. Se toma una muestra de 25 alumnos del grupo | (n4 = 25) y otra

de 28 del grupo Il (n, = 28). En base a la diferencia entre las dos medias muestrales, X,= 102y X, =

98. Pruébese la hipdtesis nula de que los alumnos de los dos grupos étnicos tienen Cl promedio
idénticos con respecto a la hipétesis alternativa de que los dos promedios son diferentes en o = 0.05.

SOLUCION

La lista de datos proporcionados por el problema se resume a continuacién

X, =102 ol =225 ny=25
X, =98 o, =196 n,=28

Las hipotesis nulas y alternativas asociadas al problema son

Ho. w1 = 2
Hy g = po

La prueba es de dos colas por lo tanto Zy, = Zy 052 = Zo.025
El valor del area para la prueba es A= 1-0.025=0.975
Correspondiente de acuerdo a las tablas Zj05=1.960

La regla de decision es:

Rechazar Hy siZ=1.960 6 Z <1.960

El estadistico de prueba Z es

X,-X) _ 102-98 4

Z = =
012 022 \/225 196 4
EE T — _t
n,n, 25 28

=1
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Como es mayor a -1.960 y menor a 1.960 no se rechaza H.

0.5
0.45 -
0.4
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1

0.05

-4 3
d il »
al L V|‘ >

Region de rechazo Region de aceptacion Region de rechazo

Zy»=-1.960 Zy» =1.960

11. Cierta gran compafiia emplea tanto hombres como mujeres para realizar el mismo tipo de trabajo.
Se tiene la hipétesis de que la produccion promedio de los hombres es menor que la de las mujeres.
Supongase que el equipo de investigacion de la compafiia proporciona la siguiente informacion.

Hombres Mujeres
Tamanio de la muestra ny = 36 n, = 36
Media muestral en unidades X, =150y X, =153
Varianza 62=70 o2 =74

¢ Es significativamente menor la produccién promedio por hora de los hombre que la de las mujeres para
o= 0.05? (Considérese que las dos muestras son independientes.)

SOLUCION

Las hipotesis nulas y alternativas son

Ho. 1 = 2
Hi <o

De acuerdo al nivel de significacion «=0.05,
A =1- a= 1-0.05=0.95 correspondiente al valor critico Z,= -1.645

El estadistico de prueba Z es

_ (X -X,) 150153 3

7 -
of o1 \/70+74 :
n  n, 36 36
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Como Z es mayor a Za=-1.645 no se rechaza Hy,

0.5 -
0.45 -
0.4
0.35
0.3

0.25

»la

»
< »

Region de aceptacion

>

Region de rechazo
Zo=-1.645

12.Un fabricante afirma que el cordén nylon que su compania produce es mas fuerte que el cordén de
algodon. Dada la siguiente informacion:

Cordén de nylon Cordén de algoddn

Tamafo de la muestra ni =36 n, = 36
Resistencia promedio a la X, =1051b X, =1011b
ruptura

Varianzas o’ =74 o> =70

¢ Podria llegarse a la conclusion de que en realidad el corddn de nylon es mas fuerte que el de algodén
para o =0.017

SOLUCION

Las hipotesis nulas y alternativas son

Ho. w1 = 2
Hi p > o

De acuerdo al nivel de significacion «=0.01,
A =1- o= 1-0.01=0.99 correspondiente al valor critico Z,= 2.326

El estadistico de prueba Z es

S (X,-X,) _ 10s-101 _4_

\/55+a; 70,74 2

n o on, 36 36
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Como Z es menor a 2.326 no se rechaza H

Region de aceptacion Region de rechazo

Z0=2.326

PUEBAS PARA LA PROPORCION DE EN LA POBLACION

En ocasiones se requiere decidir si la proporcion en la poblacién denotada por p es igual a una
proporcién dada p,, en donde, la proporcién de la muestra o el numero de éxitos en n ensayos, se
utiliza para realizar la inferencia. Si el evento ha ocurrido X veces en n intentos, la proporcion de la

muestra es estimada es p :)%, fraccion que puede utilizarse para estimar la proporcién de la
poblacién o la probabilidad de éxito.
Para probar a hipotesis con respecto a la proporcién p resulta mas conveniente utilizar la variable

aleatoria binomial X que la misma proporcién p. Para valores pequefios de n (< 30) se puede utilizar
las tablas binomiales acumuladas y para n grande se utilizar la aproximacion normal a la binomial.

EJEMPLOS

13. Un fabricante de drogas afirma que una medicina recientemente desarrollada tiene una efectividad
de mas del 90% en el alivio de dolores musculares. En una muestra de 100 personas que sufren de
dolores musculares, la medicina proporcioné alivio a 95. Pruébese la hipdtesis nula de que la medicina
tiene una efectividad de 90% contra la hipétesis alternativa de que la medicina tiene una efectividad de
mas del 90% para a = 0.05.

SOLUCION
Debido a que el tamafio de la muestra es grande n = 100, es recomendable utilizar la aproximacién
normal a la binomial. Utilizando la proporcién como la probabilidad de éxito, que de acuerdo a los datos

proporcionados la proporcién p,= 0.90, entonces el promedio es

M =np =100(0.9)=90
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y la desviacion tipica de la poblacion es

o = /npq = /(100)(0.9)(0.1) =3

Para p =0.95, el promedio estimado es entonces

X=n p =1(0.95) (100) = 95
Las hipotesis nulas y alternativas del problema son

Ho. p=0.9 o] n=90
Hi. p>0.9 o p>90

Para el nivel de significancia o=0.05 y la prueba de cola derecha el area a la izquierda es
A =1-a = 1-0.05=0.95, correspondiente a una valor critico para la distribucion normal Z,= Z os = 1.645

El valor del estadistico de prueba Z es

X —u _95-90
O

Z

=1.6666

comoZ>Z, se rechaza la hipétesis nula Hy a favor de H;, esto es, la medicina tiene una efectividad
mayor que el 90 %.

14. Un investigador de mercado desea determinar si las amas de casa prefieren el aceite de cocina | o el
aceite de cocina Il. Se entrevista a 30 amas de casa y 18 de ellas indican que prefieren el aceite I.
¢ Puede llegarse a la conclusion de que las amas de casa en general prefieren el aceite |, si el nivel de
significacion es de 0.049377?

SOLUCION

Debido a que el tamafo de la muestra es pequefia n = 30, se debe utilizar preferentemente las tablas de
la distribucion binomial correspondientes.

Como no existe preferencia previa con respecto a la eleccion de los tipos de aceite, se tiene una
proporcion po = 0.50, entonces el numero de éxitos esperado para esta proporcion es

M =np =(30) (0.5)=15

Las hipotesis nulas y alternativas en competencia son

Ho;p:O.S (0] },t:15
Hy. p>0.5 o} n>15

Para el nivel de significancia_a=0.04937 y considerando la prueba de cola derecha el area a la izquierda

~ la distribucién binomial<és A =1-a = 1 - 0.04937 =0.95063, buscando el la tabla para la distribucion

fo\ inomial acumulada para n =30 y p =0.5 se encuentra que el nimero de éxitos critico correspondiente es
X,=19
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De acuerdo a los datos proporcionados la cantidad de éxitos 6 preferencias por el aceite | es X =18,

entonces, X < X, y no debe rechazarse la hipétesis nula.

BINOMIAL

0.1- l-a X =18
0.08 - — H

0.06 -

0.02 -

(e] - - 1.1 | . .
0] 5 10 15 20 25 30
blda
Lt il

[
L

A

Region de aceptacion Xu=19 Regién de rechazo

15. Considérese p, la verdadera proporcién de los votantes registrados que estan en contra de la pena
capital. Supdngase que en el pasado p ha sido igual a 50% menos. Actualmente existen razones para
creer que p ha aumentado. Una muestra aleatoria de 20 votantes de una proporcion en la muestra del
55 %, ¢Puede llegarse a la conclusidon de que la verdadera proporciéon permanece sin cambio, es decir
sin haber aumentado, para o = 0.02077?

SOLUCION

Por el tamafo de la muestra es pequefia n = 20, se debe utilizar las tablas de la distribucion binomial
correspondientes.

La proporcién previa en contra de la pena capital es po= 0.50 lo cual corresponde a una media
M =np =(20)(0.5)=10
Las hipotesis nulas y alternativas en competencia son

Ho. p=0.5 o pu=10
Hy. p>0.5 o} n>10

Para el nivel de significancia «=0.0207 y considerando la prueba de cola derecha el area a la izquierda
e la distribucién binomial es A = 1-a = 1 - 0.0207=.9793, buscando el la tabla para la distribucién
binomial | acumulada para n =20 y p =0.5 se encuentra que el numero de éxitos critico correspondiente
es X,= 14

De acuerdo a los datos la nueva proporcion de votantes en contra de la pena capital es p =0.55 por lo
que el valor esperado correspondiente a la cantidad de éxitos es
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X =np=(20)(0.55) = 11

Como X < X, y no debe rechazarse la hipétesis nula.

BINOMIAL
0.2
0.18 |-
0.16 | —
0.14 |-
0.12 | — -
0.1
0.08 |-
0.06 |-
0.04 |

0.02

[ 2 a4 6 8 10 12

GONZALO GALVEZ COYT

<
<«

Regidn de aceptacion
g P X =11

>

Xo=14

Region de rechazo

16. Se ha insinuado que los profesores se han vuelto mas despreocupados al calificar a sus estudiantes.
En el pasado, 80% de todos los estudiantes universitarios de primer afio obtenian C o calificaciones
superiores. Una encuesta de la clase mas reciente de estudiantes universitarios de primer @t rhdestra
que 8100 de los 10 000 estudiantes universitarios de primer afio de la muestra recibieron calificaciones
de C o mayores. ;Es verdadero que los profesores se han vuelto mas despreocupados, si el nivel de

significacion se especifica en 0.017?
SOLUCION

La proporcién previa de acuerdo a loa datos es p,=0.80
El tamario de la muestra es n = 10000

Debido al tamano de la muestra se utilizara la aproximacion normal a la binomial.

Utilizando los datos anteriores se tiene que el promedio es

M = np =10000(0.80)=8000 estudiantes

y la desviacion tipica de la poblacion es

o = +/npgq = -/(10000)(0.8)(0.2) =40
El promedio obtenido del experimento es X =8100 estudiantes

Las hipotesis nulas y alternativas del problema son

Ho. p=0.80 o u = 8000
H.p>080 o u > 8000
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Para el nivel de significancia o=0.01 y la prueba de cola derecha el area a la izquierda es
A =1-a = 1-0.01=0.99, correspondiente a una valor critico para la distribucion normal Z,= 7, = 2.326

El valor del estadistico de prueba Z es

X —-pu  8100-8000
o 40

Z 2.5

comoZ>Z, se rechaza la hipétesis nula Hy a favor de H;, esto es, los profesores se han vuelto mas
despreocupados

0.5 -
0.45 |-
0.4
0.35 [
0.3 [
0.25 |-
0.2
0.15 |-
0.1

0.05

Region de aceptacion Region de rechazo

7,=2.326

ESTIMACION MATEMATICA

El procedimiento para determinar un intervalo de valores entre los cuales se encuentre el de un
parametro de la poblacion con una probabilidad 1-a se conoce como estimacion del intervalo. El
parametro a se interpreta como la probabilidad de cometer un error en la estimacion, por lo que 1-a es
la medida de la confianza para la media poblacional, 6 equivalente a la probabilidad de que el
parametro poblacional estimado se encuentre dentro de intervalo adecuado.

ESTIMACION DE LA MEDIA POBLACIONAL

Para mostrar como se obtiene el intervalo de confianza considérese a la media muestral X para estimar
a la media poblacional . Como ha sido mostrado anteriormente, la distribucion de la media muestral

puede aproximar mediante la distribucion normal para el caso de muestras grandes, entonces una
proporciéon 1-a del area bajo la curva normal se encuentra entre el intervalo -Z,, < Z < Z,, (ver figura
siguiente).

0.5
0.45 -
0.4
0.35
0.3
0.25
0.2

0.15

O.1

0.05
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Garantizado asi que Z se encuentra en el intervalo -Z,, < Z < Z,» con una probabilidad 1-a. Utilizando

el hecho de que Z = # , se tiene que

Oy

Multiplicando por -1

-X+
>7ﬂZ>—Zm2

X

Z

al2

Cambiando el orden de la desigualdad:
-X+

— Z 7’[1 < Zm/2

X

al2 <

Multiplicando por g:

_Za/Z O-)? </u_‘Y<Za/2 O-X’
Sumando X

X-Z,,0;<u<X+272,,0y (5.9)

Utilizando finalmente el resultado o3y = —

(5.10)

ESTIMACION DE LA DIFIERENCIA ENTRE DOS MEDIAS

Para obtener un intervalo de confianza de la verdadera diferencia entre dos medias poblacionales
0 = u, — [, se utiliza el estadistico D = X, - X,.

Si se considera que )71 y X, son independientes y el tamafio de sus respectivas muestras es grande

(n,,n,> 30), entonces D se distribuye normalmente, por otra parte su media y desviacién tipica son
respectivamente

2 2
o, 0,
Hp = —Hy =0 y Op = —
n,on

Considerando que D se distribuye normalmente, el intervalo de confianza se puede obtener utilizado la
ecuacion (42) simplemente sustituyendo £ —> 6, X > D y Oy > 0p
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2 2 2 2

~ o, 0, ey o, 0,
D-Z,,|—+—<6<D+Z,, |—+—
n,.n non

CION

(5.11)

ESTIMACION DE LA PROPORCION

Como se ha mencionado anteriormente la proporcidon p tiene una distribucién binomial, pero cuando se
cumple las condiciones de la aproximacion normal ( np 25y ng = 5) se puede aplicar la ecuacion (42)

para obtener el intervalo de confianza para la proporcién de la poblacién, simplemente realizando los
siguientes cambios u —>np, X > np, y oy, — -/np(1— p) donde p es la proporcion estimada a

partir de una muestra y lf_: ~/np(1— p) es la desviacion tipica estimada de la variable aleatoria X.
Entonces

X-Z,,0y <u<X+Z,, 0y

np—Z,, np(l—-p)<np<np+2,, /np(l-p)

Dividiendo entre n:

A/np(1-p) A/np(1-p)
n

p_Za/Z

<p<p+Z,,

Finalmente

(5.12)

EJEMPLOS

17. Supdngase que un psicélogo desea realizar una estimacion de intervalo de la media verdadera de los
C.I. de alumno, de cierto grupo étnico. Se sabe que los C.l. se distribuyen normalmente con desviacion
tipica de 15. Constriyase un intervalo de confianza del 95% para la media verdadera (1) con base en
una muestra de 25 alumnos con una media muestral de 105

SOLUCION

Los datos proporcionados por le problema son

Desviacion tipica =15, media muestral X =105, tamafio de la muestra n = 25y intervalo de confianza
1-0=0.95

A partir del intervalo de confianza «=1-0.95=0.05, entonces «/2=0.025
El area a la izquierda de la distribucion normal es A = 1-(a/2)=0.975, buscando en la tabla se obtiene
que Z,»=1.960

Sustituyendo en la ecuacién 43 9 . Q
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X <u<X+Z7

., o A
al2 \/; al2 \/;
105—1.960— < 11 <105+1.960—>
s T s
99.12< 1 <110.88

18. Una compafiia fabricante de harina la empaca en bolsas de papel. Se desea estimar el verdadero
peso medio de las bolsas. Una muestra de 36 bolsas da media muestral de 24.5 |b. La desviacion tipica
es de 15 Ib. Obténgase el intervalo de confianza del 99 % para su verdadero peso medio de las bolsas
de harina.

SOLUCION

Los datos proporcionados por le problema son

Desviacion tipica =15, media muestral X =24.5, tamafio de la muestra n = 36 y intervalo de confianza
1-0=0.99

A partir del intervalo de confianza «=1-0.99=0.01, entonces «/2=0.005
El area a la izquierda de la distribuciéon normal es A = 1-(a/2)=0.995, buscando en la tabla se obtiene
que Z,0=2.575

Sustituyendo en la ecuacién 43 E '2

— o — O
X-Z,, —<u<X+27,, —
/2 n /2\/5

24.5 - 2.5751—5 Su<245+2575

36

18.0625< n < 30.9375

15

36

19. Se seleccionaron aleatériamente dos grupos de empleados de una fabrica para entrenarlos a fin de
que realicen cierta operacion. Cada grupo se entrend empleando un método diferente. El tiempo
promedio para que cada grupo realice la operacion después del entrenamiento y otros datos importantes
se proporcionan a continuacion.

Método 1 Método 2
n=24 n,=36

X, =45 X, =55
o =200 o, =276

Determinese el intervalo de confianza del 98% para la verdadera diferencia en la efectividad de los dos
métodos de entrenamiento.

SOLUCION
A partir del intervalo de confianza «=1-0.98=0.02, por lo tanto «/2=0.01

El area a la izquierda de la distribucion normal es A = 1-(a/2)=0.99, buscando en la tabla se obtiene que
Za/2:2.326
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Utilizando los datos proporcionados se calcula

D=X,-X,=45-55=-10
ol o} 200 276 _
T e
n, n, 24 36

Sustituyendo en la ecuacién 4@ 5 3

UB:

2 2
ey 0-1 O-z ey o, 0,
D-Z,,|—+—<6<D+Z,, |—+—

n,.n n.on

-10-2.326(4)< d <-10+2.326(4)
-19.304< 6 <-0.696
20. Se realiza un experimento para estimar la verdadera diferencia en la duracion promedio de dos

marcas de baterias para automoviles. Con la siguiente informacién determinese el intervalo de confianza
del 95% para la verdadera diferencia en la duracién de las dos marcas de baterias para automoviles.

Marca | Marca Il
Tamafo de la muestra n1 =36 n2 = 36
Duracion promedio (meses))? =38 )7 =35
Varianza 01 =41 02 =40

SOLUCION

El intervalo de confianza es a=1-0.95=0.05, por lo tanto «/2=0.025

El area a la izquierda de la distribucién normal es A = 1-(a/2)= 1-0.025 = 0.975, buscando en la tabla se
obtiene que Z,,= 1.960

Utilizando los datos proporcionados se calcula

E=)71-)72 =38 - 35=3

ol o, |41 40
op=.—+—= =15
n,n, 36 36

Sustituyendo en la ecuacion 4)4{

2 2 2

_ ol ol o
D-z,, |— +—<5<D+Z —L4+=2
n,n nn

3-1.960 (1.5)< & <3+1.960 (1.5)

_X70.06 < 5<5.94
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21 Se realizd una investigacion de tele audiencia. En una muestra de 900 espectadores, el nUmero de
ellos que veian un programa en particular fue de 180. Determinese el intervalo de confianza del 99%
para la verdadera proporcion de espectadores que ven este programa en particular.

SOLUCION

Tamario de la muestra n = 900, nimero de espectadores que ven el programa X = 180, intervalo de
confianza es 1- a =0.99

Como el tamano de la muestra es grande se utiliza la aproximacion normal a la binomial.

A partir del intervalo de confianza a=1- 0.99 =0.01 entonces a/2= 0.005 y él area a la izquierda de la
distribucion normal es A = 1-0.005 = .995, buscando en la tabla correspondiente se obtiene que
Za/2= 2.575

La proporcién estimada por los datos
X 180

— =—=02

n 900

Sustituyendo los datos en la formula M

[p(1- [p(1-
P—Z,, pa=p) <p<p+Z,, pa=p)
n n
0.2-2.575 /M <p<02+2.575 /M
900 900

0.1656 < p <0.2343

22. En una muestra seleccionada aleatériamente de 64 muchachas universitarias de primer ano, 32 de
ellas resultan ser casadas. Determinese el intervalo de confianza del 95% para p, verdadera proporciéon
de todas las mujeres universitarias de primer afio que estan casadas.

SOLUCION
Tamafrio de la muestra n = 64, nimero de casadas X = 32, intervalo de confianza es 1- o = 0.95
Como el tamano de la muestra es grande se utiliza la aproximacion normal a la binomial.
A partir del intervalo de confianza o=1- 0.95 =0.05 entonces a/2= 0.025 y él area a la izquierda de la
distribucion normal es A = 1 - 0.025 = 0.975, buscando en la tabla correspondiente se obtiene que
Za/gz 1.960
La proporcién estimada por los datos
X 32
p=—=—=05
n 64

Sustituyendo los datos en la férmula (45)
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i ——
p_Za/z\/ﬂ<p<p+Za/2 M
n n
0.5-1.960, 220705 51960 %2005 _
64 )

0.3775 < p <0.6225

DISTRIBUCION DE PROBABILIDAD PARA MUESTRAS PEQUENAS

En los problemas de hipotesis anteriores se supuso conocida la varianza poblacional, situaciéon que en
la mayoria de los casos no se tiene. La desviacion tipica de una poblacion se puede estimar a partir de la
desviacion tipica de una muestral, de tal forma que la razén

X—u
%
n
Se utiliza como estadistico de prueba. Sin embargo si la muestra es pequefa se tiene que la desviacion

tipica muestra s es bastante distinta a la poblacional . Por lo anterior no es posible utilizar la
distribucion normal para el caso de muestras pequenas.

(5.13)

La solucién del problema anterior de la inferencia estadistica acerca de un parametro de la poblacién
utilizando muestras pequefias y desconociendo la varianza poblacional fue resuelto por W. S: Gosset en
1908 al publicar una distribucion de probabilidad la cual describe el comportamiento del estadistico dado
por la ecuacion (5.13), siempre y cuando la muestra sea obtenida a partir de una poblacién con
distribucion de probabilidad normal.

DISTRIBUCION T-STUDENT

La distribucién t-Student se obtiene a partir de considerar que la muestra pequefia se obtiene a partir de
una poblacién con distribucion normal, si la hipotesis anterior no se cumple sera necesario utilizar los
métodos no paramétricos para la prueba de hipdtesis.

La distribucion t-student o simplemente distribucion t es al igual que la distribucion normal una
distribucion continua en forma de campana simétrica, cuyo estadistico de prueba es

r==>_~ (5.14)

La probabilidad acumulada para la distribucién para la distribucion t-student es

P(—0o<T<x)= (5.15)

—00

14

r LH ) _(H%
! 2 I ' 1+t— dt
Na%/4 FiV;zi

donde F(n)z'[: t"'e”'dt eslallamada funcién gamma.
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Como se puede observar de la distribucion t-student tiene una expresiéon matematica complicada, y al
igual que con la distribucion normal recurriremos a las tablas respectivas para la solucién de los
problemas.

Por otra parte la distribucion t student tiene mas variabilidad que la distribucién normal ya que depende
del nimero de datos n.
Esto es, a diferencia de la distribucién normal en la cual el estadistico Z depende de de i y o que son

constantes e independientes del tamafo de la muestra n, en el estadistico T la desviacién tipica
muestral s depende de el tamafio de la muestra n. en consecuencia T es mas variable que Z.

La variabilidad de la distribucién t-student se asocia con el concepto de grados de libertad, es cual es
simplemente se define como

v=n-1 (5.16)

Asi se tiene que para cada grado de libertad v se tendria que utilizar una tabla para la distribucion t-
student, pero en general para las pruebas de hipdtesis respetivas solo son necesarios los valores
criticos correspondientes a los valores de significacion a mas utilizados (10%, 5%, 2.5%, 1%, etc) los
cuales son reportados en una sola tabla.

Por otra parte la distribucidon T-student converge o se aproxima a la normal cuando el nimero de datos
tiende a infinito. Las siguientes figuras muestran una distribucién t student para v =4 y su comparacién
con la distribucién normal.

T STUDENT

o L L L L L L L
-5 -4 -3 -2 -1 o 1 2 3 a 5

Figura Gréfica de la funcion t student con v =4

05

0.45 -

Figura Comparacion de la distribucion t-student con v = 4 (linea continua) y la distribucion normal
respectiva (linea discontinua).
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EJEMPLOS

23. Para una distribucion con 10 grados de libertad, obténgase el valor critico t que corta cada una de
las siguientes areas bajo la curva.

a. El 2.5% superior b. El 5% inferior

c. E1 0.005 superior d. El 0.01 inferior

SOLUCION

Recurriendo directamente a la tabla correspondiente de la distribucién t-student

a) Superior = 0.025 T 10, 0.05= 2.228

b) El 5% inferior T 10,005 = -1.812
c) El 0.005 superior T 10,0005 = 3.169
d) El 0.01 inferior T 10,0.01= -2.764

24. Supodngase que cierta prueba implica un nivel de significacion de 0.10 y una muestra de 25
observaciones. Obténgase el valor critico t bajo cada una de las siguientes condiciones y muéstrese
graficamente cada respuesta.

a. Una prueba de una cola con la regién de rechazo en el area de la cola superior.

b. Una prueba de una cola con la regién de rechazo en el area de la cola inferior.

¢. Una prueba de dos colas.

SOLUCION

a) Recurriendo a la tabla de la distribucién t-student para v =n-1=25-1=24 y 0=0.1 se tiene T4, 24= 1.318

T STUDENT

o.4

0.35

b) El valor para el caso de cola inferior es igual al anterior pero negativo T 54 4= - 1.318

T STUDENT
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¢) En el caso de dos colas se tiene que a/2 = 0.1/2=0.05 lo cual corresponde a Tg.1,24= 1.711

T STUDENT

25. Sea X el salario por hora de cualquier minero seleccionado al azar y considérese que X se distribuye
normalmente. Si los valores criticos t fueran 2.624, 2.492 y 2.423 para o = 0.01 con Hy :pu > pq, iqué
tan grande deberia ser el tamafio de la muestra para una prueba de una cola?

SOLUCION

La prueba corresponde a una prueba de cola derecha o superior

Ho: W=k
H1: >y

Buscando en la tabla para la t — student, para a=0.01y los valores de t, se obtienen directamente

T, =2.624, entonces vi=14 porlotanton=v+1=15
T,=2.492, entonces v,=24 por lo tanto n = 24 +1=25
T,=2.423, entonces v3;=40 por lo tanto n = 40 +1=41

PRUEBAS PARA LA MEDIA DE LA POBLACION CON MUESTRAS PEQUENAS

Cuando la muestra es pequena la varianza muestral s? puede diferir demasiado de la poblacional o, y
no es adecuado ni recomendable utilizar a la puntuacién Z como estadistico de prueba, en este caso se
debe utilizar a T como estadistico de prueba, esto es para obtener las férmulas correspondientes a las
pruebas de hipotesis y estimacion simplemente se puede sustitur a Z por T en las férmulas
correspondientes y utilizar a la distribucion t- student en lugar de la normal, siempre y cuando la
distribucion original de la variable aleatoria X sea normal. Siguiendo la idea anterior, el estadistico de
prueba de la media poblacional es dado por la ecuacion (5.14)

Para la estimacion de un intervalo para la verdadera media poblacién p, con una confianza 1- a para
muestras pequenas se tiene

X-T7,, <X+ (5.17)

S uexer. S
ﬁ a/Z\/;
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EJEMPLOS

26. La Federal Food and Drug Administration esta realizando una prueba para determinar si una nueva
medicina tiene el indeseable efecto lateral de elevar la temperatura del cuerpo. Se entiende que la
temperatura del cuerpo humano se distribuye normalmente con una media de 98.6 °F. Se administra la
nueva medicina a nueve pacientes, se toman las temperaturas y se obtiene una media muestral de 99°F
y una desviacion tipica de 0.36 °F. s Deberia permitirse a la compafiia poner a la venta la nueva droga si
el nivel de significacion se especifica en 0.017?

SOLUCION
La hipétesis nula y alternativa de problema son

Ho: =986
Hyi:  u>98.6

El nimero de datos es n =9, por lo que los grados de libertadesv=n-1=8.
Para el nivel de significancia oo = 0.01 y Ta = Tg, 9.01= 2.896
La media muestral y su respectiva desviacion tipica es X =99, s = 0.36, entonces

X -—u_ 99-98.6
T s/ 036
Tn "

Como T > T, Se rechaza Ho ya que efectivamente aumenta la temperatura, por lo que no debe salir al
mercado

T =3.333

Region de aceptacion

Region de rechazo

T,=2.896

27. Se considera que un proceso de produccion esta funcionando en forma adecuada cuando la
cantidad promedio de café instantaneo que se empaca en un frasco es de 6 0z. Se selecciona una
muestra aleatoria de 16 frascos; se determina el promedio muestral como 6.1 oz, con una desviacion
tipica de 0.2 oz. El nivel de significacion se especifica en 0.05. Considérese que la cantidad de café en
cada frasco tiene una distribuciéon normal.

a. ¢ Esta funcionando adecuadamente el proceso?

b. ¢ Cudles son los limites de confianza del 95% para su promedio verdadero en vista de la informacion
muestral?
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SOLUCION
a) Los datos obtenidos del problemasonn=16,u=6, X =6.1,s=0.2y «=0.05

El problema se puede plantear como una prueba de dos colas, con las siguientes hipétesis nula y
alternativa.

H,: p=6
Hq: u #6

Los grados de libertadesv=n-1=16-1=15.

Para el nivel de significancia 0=0.05 y prueba de dos colas T, »=T 15, 0.025= 2.131.
A partir de la media muestral y su respectiva desviacion tipica se tiene que
X-p_ 61-6 _

T e

Como -T,», < T < T,, No se rechaza H,, La maquinaria funciona adecuadamente.

T

0.2 -T,r=-2.131
w2 T,r=2.131

I I I |
-3 -1 5

Region de rechazo Region de aceptacion Region de rechazo

b) A partir del intervalo de confianza 1-a. = 0.95, a =0.05 por lo tanto para dos colas T, =2.131

_ S
X X+T,,6 —

al2 \/;
6.1—2.131£<,u< 6.l+2.131£

16 16

5.99345 < n < 6.20655

S
_Ta/2 ﬁ<ﬂs
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28. Se considera que el peso promedio de los reclutas del ejército se distribuye normalmente con una
media de 160 Ib. En una muestra aleatoria de 25 reclutas, la media es 150 Ib y la desviacion tipica es 20

Ib.

a. Pruébese la hipdtesis nula contra la hipotesis alternativa de que el peso promedio de los reclutas mas

recientes del ejército es diferente de 160 Ib para o = 0.02.
b. Obténgase el intervalo de confianza del 98% para la media verdadera.

SOLUCION
a) Para este probleman=25, u1=160, X=150,s=20y o=0.02
El problema plantea una prueba de dos colas, con las siguientes hipétesis nula y alternativa.

H.: n=160
Hq: u =160

Los grados de libertadesv=n-1=25-1=24.
Para el nivel de significancia a=0.02 y prueba de dos colas T, »=T 01,24 = 2.492.
Utilizando los valores de la media muestral y su respectiva desviacion tipica se tiene

X—u 150-160
S
/n /«/25

Como T < -T,p, se rechaza Ho, el peso de los reclutas es diferente.

-2.5

Tu/2:2.492

o
-5 -4

A
\

v
A
Y

Region de rechazo Region de aceptacion Region de rechazo

b) A partir del intervalo de confianza 1-a. = 0.98, a =0.02 por lo tanto para dos colas T,, =2.492

X-T7,, <u<X+

s r S
\/; al2 \/;
20 20

150-2.492 — < u <150 +2.492

25

140.032 < n < 159.986

25
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29. Supongase que en una linea aérea se desea determinar si el peso promedio de las maletas llevadas
por los pasajeros entre Los Angeles y New York es de mas de 40 Ib. Se selecciona aleatériamente una
muestra de 16 pasajeros y se obtiene una media de 42 Ib y una desviacion tipica de 4 Ib. ;Puede
llegarse a la conclusién de que el peso promedio es de mas de 40 Ib con o = 0.01, considerando que los
pesos de las maletas se distribuyen normalmente?

a) Los datos obtenidos del problemasonn=16, u=6, X =42,s=4y a=0.01

El problema se puede plantear como una prueba una cola derecha, con las siguientes hipétesis nula y
alternativa.

H,: p=40
Hi: u>40

Los grados de libertadesv=n-1=16-1=15.
Para el nivel de significancia a=0.01 y prueba una cola T,=T 15, 001= 2.602.
La media muestral y su respectiva desviacion tipica es X =42, s = 4, entonces

_X-p_#-40_,
Xou_ o0
VAP AT

Como T < T, No se rechaza H,.

T

Region de aceptacion Region de rechazo

T,=2.602

PRUEBA PARA LA DIFERENCIA ENTRE DOS MEDIAS PARA MUESTRAS PEQUENAS.

Cuando los patrones de distribucion de las poblaciones se distribuyen normalmente o de manera casi
normal, y se tiene que las muestras son pequeias (n<30), se utiliza la prueba t de la distribucién t-
student para tomar las decisiones. Pero el proceso es diferente para muestras que se consideren
independientes y/o dependientes.
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En el caso de muestras independientes de tal manera que ninguna se relacione con la otra, se debera
hacer la consideracion adicional de que las muestras provienen de poblaciones con idéntica desviacion

tipica con el fin de facilitar el procedimiento, esto es, 6,=05,.
Como se menciond anteriormente la varianza de la diferencia muestral D =X - X, es

. . ‘g 2 2 . T . 2 2
La mejor estimacién que se puede hacer de o~ es S~ y el mejor estadistico para estimar o~ es s~
por lo tanto la expresion anterior se transforma en

. . . g 2 H
La mejor estimacion de s° se puede obtener al considerar que se mezclan los datos de ambas
muestras, en tal caso se obtiene que

§2 = (n1 _1)512 +(n2 _1)S22
n+n,—2

por lo que el error tipico de la diferencia entre dos medias para muestras pequefias es

o = [en=DsiH=Dsy |11 (5.18)
P (n, +n, —2) n,.on, .

La hipétesis nula para la prueba de la diferencia de medias denotada por & es
Ho. 6=0 o] H = U2

Para la hipétesis alternativa puede tomar cualquiera de las siguientes posibilidades

Hq: 6<0 Cola izquierda py < H2
8 >0 Cola derecha Wy > Lo
8 #0 Dos colas Wy # W

El estadistico de prueba es

T=(X1_Xz)_(,u1_:u2) (5.19)
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Recordando la hipétesis nula p4 =, y la definicién de o dada por la ecuacion (5.18)

X -X
T = ) (5.20)

(nl _l)slz +(n2 _l)szz i—i-i
(n, +n,=2) nn

El valor critico T, se determina a partir de el nivel o de significancia, los grados de libertad

v=n1+n2—2

Y buscando en la tabla de la distribucion t-student, se realiza la comparacién con T y se concluye si se
acepta o rechaza la hipétesis nula Ho.

INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA DE MEDIAS PARA MUESTRAS
PEQUENAS

El respectivo intervalo de confianza 1- a, para el caso de la diferencia de medias en muestras pequefias
independientes se puede determinar como

E_T(Z/z SB <5SE+TQ/2 SE

o utilizando la expresion (48)

D_Ta/z\/((nl—1)S12+(n2—1)S§ j{1+1]<5<D+Ta,2\/((”2‘1)S12+(”2‘1)S5 j{1+1J 5.21)
(n, +n, =2) n, n, (n, +n,-2) n, N,

EJEMPLOS

30. Se prueban dos motores distintos de automavil para determinar si presentan diferencias en cuanto a
control de contaminacién. En una prueba de 16 dias del Motor |, las medidas indican un indice promedio
de contaminacion de 60 y una desviacion tipica (s1) de 9; en una prueba de 16 dias del Motor I, las
mediciones indican un indice promedio de contaminacién de 55 y una desviacién tipica (s,) de 9. Se
cree que las mediciones tienen una distribucién normal y varianza idéntica, y que las dos muestras son
independientes. ¢Existe suficiente evidencia de que el Motor | y el Motor Il tienen distinto control de
contaminacion para o = 0.05?

SOLUCION
Los respectivos datos del problema son

Tamano de muestra 1 n4= 66 Tamano de muestra 2 n, =l36
Promedio 1 X, =60, promedio 2 X, =55

Desviacion tipica 1 s4=9 Desviacion tipica 2 s,=9 nivel de significancia a=0.05
Los grados de libertad para el estadistico de prueba son v =n; + n,-2=16+16-2=30

La hipétesis nula y alternativa del problema son respectivamente

Ho: H1=H2

H1: H1#U2
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Para el nivel de significancia a=0.05 y los grados de libertad v =30 y una prueba de dos colas T“9:28,42
g

Sustituyendo los datos en la ecuacion

T = YI_YZ
(n, =1)s; +(n, = 1)s; i+i
(n, +n, =2) noon
T= 6055 =1.5713

16-1)9> +(16-)9° (1 1
(16+16-2) (16+16]

Como T »<T<Ty2, no serechaza Hy.

“Tyr=-2.042

L L
-1 [e]

»

Region de rechazo Region de aceptacion | Region de rechazo

31. Se desea determinar si los promedios de puntos de calificacion (PPC) son diferentes para nifios y
nifias. Se considera que el PPC se distribuye normalmente con varianza idéntica para ambos sexos.
Dos muestras independientes de cinco estudiantes cada una proporcionan lo siguiente:

PPC para nifics: 2.9 3.1 2.7 33 3.0

PPC para nifias: 3.6 2.8 36 32 28

a. Utilizando a = 0.05, pruébese la hipétesis de que el PPC medio para nifios es el mismo que el PPC
medio para nifias, contra la hipétesis alternativa de que las dos medias son diferentes.

b. Obténganse los limites de confianza del 95% para la verdadera diferencia entre las dos medias
poblaciones.

SOLUCION.

a) Para la solucién de problema primero es necesario calcular la media y la desviacion tipica insesgada
para cada uno de los datos dados.

Para los nifios la media y la varianza son
7= 29+3.1+2.7+33+3.0 _ 3

! 5
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5o (2.9-3) +(3.1-3) +(25.7—13)2 +(33-3)+(3-3) _ 0.05

para las nifias

_ 36+28+3.6+32+28
X2= 5 =
R (3.6-3.2) +(2.8-32) +(3.6-3.2) +(3.2-3.2) +(2.8-3.2)° _ 016
2 - 5_1 = 0.

Los grados de libertad para el estadistico de prueba son v =n; + n,-2=5+5-2=8

3.2

La hipétesis nula y alternativa del problema son respectivamente

Ho: H1=H2

H1: SRESVE)

Para el nivel de significancia 0a=0.05 y los grados de libertad v =8 y una prueba de dos colas T,,= 2.306

Sustituyendo los datos en la ecuacion

— ‘Yl _Yz
(n1 _1)S12 +(”2 _1)S22 i_,'_i
(nl + n, _2) n, n,
3-32 0.2
= = - =-0.9760
(5-1)0.05) +(5-1)0.4) ( 1,1 j 0.2049 !
(5+5-2) 55

Como T, <T<Tys, noserechaza Hy.

b) Para el nivel de significancia 1- a = 0.95 y una prueba de dos colas con o = 0.05 y v=8, se tiene
que Ty 0=2.306

Conviene primero conviene evaluar

o= \/(5—1)(0.05)+(5—1)(0.16)(1 1]:0'2049

+i
(5+5-2) 55

Finalmente evaluado la expresion
D-T,c<o6<D+T, o

-0.2 - (2.306)( 0.2049)<5<-0.2 + (2.306)( 0.2049) =-0.67273<5<0.27273

o.4 -
0.35
0.3
0.25
o.2
o.15 L -Tw2:-2.306
O.1
0.05
2—5 -4 ‘ N a4 i
< >« >« >
Region de rechazo Region de aceptacion Region de rechazo
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32. Supdngase que se desea determinar si una dieta completada con una hormona de crecimiento
puede aumentar significativamente la ganancia en peso de los cerditos. Con este fin, se seleccionan
aleatériamente dos grupos independientes de cerditos. A un grupo se le alimenta con la dieta
acostumbrada y al otro con una dieta con la hormona de crecimiento. Las ganancias de peso para los
dos grupos se registran un mes después de que se han estado utilizando las dietas respectivas. a
continuacion se muestran los datos de importancia.

Grupo 1 Grupo 11
(Dieta acostumbrada) (Dieta con hormonas)
Tamafio de la muestra n1=21 n2 =21
Media muestral (en libras) X, =16 Yz =19
Varianza s12=35 52 =45

¢ Es posible que la dieta completada con una hormona de crecimiento aumente la ganancia en peso de
los cerditos para o = 0.05?7 (Considérese que las ganancias en peso se distribuyen normalmente.)

SOLUCION

Las hipotesis respectivas del problema son:

Ho: H1=p2
Hi: 2> L

El nimero de grados de libertad es v =n; + n,-2=21 + 21-2 =40
Para el nivel de significancia o = 0.05 y v=40 y una prueba de cola izquierda T, , =-1.684

~ s, ~1)s,’
55 = ((n1 )s;” +(n, =1s, J(1+1]
n +n,—2 n, n,

5y = (21-1)35+(21-1)45 i+i _ 700+ 900 3 -1.9518
21+21-2 21 21 40 21
El estadistico de prueba es

X,-X, 16-19
s, 19518

T = =-1.5370

Puesto que T < T, no se rechaza H,

o.4

0.35

v
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APROXIMACION NORMAL A LA DISTRIBUCION T-STUEDENT

En general en la mayoria de los casos no se conoce la desviacion tipica de la poblacién. Una forma de
solventar esta carencia es observar que la distribucion t-student tiende a la distribucion normal cuando n
es grande, la aproximacion se puede aplicar a partir de que n > 30, La aproximaciéon se realiza
simplemente sustituyendo en los estadisticos de prueba de las pruebas de hipétesis la desviacion tipica
o desviaciones tipicas por sus correspondientes desviaciones tipicas muestrales.

Para la prueba de una media
_X-u
s/-In

Y para la de la diferencia de medias

Z

7 = Yl — )72
2 2
55
oo
EJEMPLOS

33. Sea Y una variable aleatoria que se sabe tiene una media de 500. Una muestra aleatoria de 900
observaciones para Y proporciona una media Y = 550 y una varianza s? = 562 500.

a. Pruébese la hipotesis de que la media de Y permanece siendo 500 contra la hipotesis alternativa de
que es diferente de 500 con o = 0.01.

b. Determinese el intervalo de confianza del 99% para la verdadera media.

SOLUCION

a) Los datos que se tienen del problema son
Media poblacional p=500, nimero de datos n = 900, media muestral X =550,
varianza muestral s> = 562500 y nivel de significancia 0=0.01

La hipotesis nula y alternativa es

Ho: =500
H1: MiSOO

Para la prueba de dos colas con a=0.01se tiene que «/2=0.005 y A =1-a/2= 0.995 lo que corresponde de

acuerdo a la tabla respectiva de la distribuciéon normal Z,,,, = 2.575
El estadistico de prueba es

X —u_ 550-500

— = :2
s/~In 7507900

Puesto que -Z,» < Z < Z,» No se rechaza H,.

Z

b) A partir del intervalo de confianza solicitado 1-o = 0.99, se tiene que, o = 0.01, y a/2 = 0.005 por lo
que A =1-a/2=0.995 lo que corresponde Z,, = 2.575
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Utilizando la expresic')n siguiente

a/2 \/7 a/ZI

550 - 2.575ﬂ <u <550+ 2.575ﬂ
/900

/900

485.625< 1<614.375

X - <u<X+X

34. Un productor de azucar la empaca en bolsas de papel, cada una de las cuales debe contener 10 Ib 6
160 oz. Algunos clientes se han quejado de que las bolsas contienen solamente 9.5 Ib 6 152 oz. Se
realiza una prueba para determinar si la queja es razonable. Una muestra aleatoria de 49 bolsas
proporciona una media de 156 oz y una desviacion tipica (s) de 10.5 oz. ; Debera rechazarse la hipétesis
nula de que el peso promedio es de 160 0z en oposicion a la hipétesis alternativa a de que es de 152 oz
para o =0.01?

SOLUCION

Los datos que se tienen del problema son los siguientes

Media poblacional u=160, nimero de datos n = 49, media muestral X =156,
varianza muestral s°= 10.5 y nivel de significancia a=0.01

La hipotesis nula y alternativa es

Hy:  u=160
Hy:  u<160

La prueba es de cola izquierda, para a=0.01 se tiene que A =1-a. = 0.99, por lo que Z,=-2.326
El estadistico de prueba es

X —pu_ 156-160

“s/n 10.5/-/49

Puesto que Z < Z, se rechaza H.

= -2.666

35. Un nutridlogo desea comparar la efectividad de dos dietas para reducir de peso. Los siguientes datos
se obtienen a partir de dos muestras independientes.

Con a = 0.10, ¢existe suficiente evidencia de que la Dicta | produce una pérdida menor de peso que la
Dieta II?

Dieta | Dieta Il
Tamano de la muestra n,=40 n,=60
Pérdida promedio de peso en libras X, =9 X,=11
Varianza muestral $1°=20 $,°=30
SOLUCION
La hipétesis nula y alternativa del problema son
Ho: H=p
H;: W1<M2

Correspondiendo a una prueba de una cola izquierda
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Para el nivel de significancia a=0.10, se tiene que A = 1--a=0.90 por lo que Z,=- 1.282

El estadistico de prueba es en este caso

S X=X, o1l 911

i+£ \/20+30 i
n " n, V40 60

Puesto que Z < Z, se rechaza H,, la dieta | produce una perdida de peso que la dieta Il

DISTRIBUCION y* (chi cuadrada)

La distribucion x2 (chi cuadrada) también es conocida como Ji — cuadrada y surge como distribucién
(n—1)s?
2

o2
para algunas pruebas de hipotesis, por ejemplo para la prueba de una sola varianza de la poblacion.

reprobabilidad de la variable aleatoria X? = la cual es utilizada como estadistico de prueba

La probabilidad acumulada para la distribucién Xzes

x (V_Z)
P0O<X’<x)= ! j t 4e‘”2 dt (5.22)
2V/2FV 0
62]

De manera semejante a la distribucion t-student, la distribucion XZ depende solamente de un parametro,

que es el numero de grados de libertad (v =n-1), La grafica de x2 para algunos grados de libertad es
mostrada a continuacion,

o2
0.45 Funcion

(0] 5 10 15 20 25 30

Figura. Grafica de algunas funciones x‘ conv=1, v=5,v=10y v=15
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Observandose que la distribucion no tiene simetria para valores pequefios de v, tendiendo a la simetria
respecto a una recta perpendicular que pasa pos su valor maximo para valores grandes de v, ademas, el

2 . . i
valor de %~ nunca es negativo pudiendo tomar solamente valores positivos o cero.

Al igual que para las anteriores distribuciones existen tablas de probabilidad acumulada para los valores

de significacion o mas utilizados en la practica que permiten localizar los valores criticos de ¥
. 2 . ’ . ’ . .

denotados en ocasiones como ¥ “v.«, el primer subindice indica los grados de libertad y el segundo la

significancia, como la distribucion no tiene valores negativos los valores de para una prueba de cola
izquierda es totalmente diferente que el requerido de cola derecha, por ejemplo, para una distribucién

chi cuadrado con Xz grados de libertad para una significancia o = 0.05 de cola izquierda se localiza en la

tabla respectiva el valor de v=10y a = 0.95, esto es debido a que el area bajo la curva reportada en la
tabla para la distribucion chi cuadrada se calcula de manera inversa a la reportada en las anteriores

distribuciones de probabilidad, obteniéndose un valor critico )(210,0.95 =3.9403 y correspondiente valor

para una significancia o = 0.95 de cola derecha se localiza directamente ){210,0.05=18.307. La figura
siguiente muestra los valores criticos anteriores para la distribucién chi cuadrada con v =10.

0.1
0.09
0.08
0.07
0.06
0.05
0.04
0.03
0.02

0.01

25 30 35 40

)(210,0,95 =3.9403 1}5210,0,05:18.307

Figura. Representacion grafica de los valores criticos para la distribucién chi cuadrada para v=10y a =
0.95, para una prueba de cola izquierda y cola derecha.

PRUEBA PARA UNA SOLA VARIANZA

Esta prueba permite comparar la varianza de una poblacién que tiene una distribucion normal, con tales
condiciones se puede mostrar que el estadistico

_ (n—1)s*

2
O

X2 (5.23)

tiene una distribucién X2 con v = n-1 grados de libertad. En la prueba de la varianza se considera que
o’y n son constantes para cada problema particular, por lo que la distribucién de s? de acuerdo a la
ecuacién (53) tiene una distribucion X*. Por lo tanto se puede utilizar la expresion (53) como el
estadistico de prueba para realizar la prueba de hipétesis para una sola varianza poblacional.

Como en todos los casos de prueba de hipotesis la hipotesis nula se define como
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Ho: 6% = 6o’
Y las correspondientes hipotesis alternativas

Hy: o?> 602
02 * 002
02 < 602

Dependiendo de la eleccién del la hipétesis alternativa y el nivel de significancia o se tomara la decision,

por ejemplo, si Hj: o’ >002, la hipétesis nula se rechazara solamente cuando X* > sz, o

DETERMINACION DEL INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA VERDADERA VARIANZA
POBLACIONAL

Para obtener el respectivo intervalo de confianza 1- a, para la varianza poblacional se procede como en
los casos anteriores utilizando el estadistico de prueba y los respectivos valores criticos ¥ w» e Y

2
X /2 sup-

Esto es
2
/1/ v,a/2inf 0_2 /1/ v,a/2sup

Invirtiendo la desigualdad
1 S o’ S 1
/}fzv,a/Zinf (n_l)S2 sz,a/Zsup

Multiplicando por (12 —1)s>

2 2
(n—1)s >O_2>(n—1)s
lzv,a/Zinf lzv,a/ZSup

Finalmente

< (n—l)s2

2
/1/ v,a /2 inf

(5.24)

EJEMPLOS

36. Dada una distribucién yx’con 20 grados de libertad, obténgase el valor x* que corta cada una de las
siguientes areas bajo la curva.

a) 2.5 superior b) 10% superior c) 90% superior
d) 5% interior e) 1% interior
SOLUCION

Buscando en la tabla v = 20 y los correspondientes puntos porcentuales o noveles de significacion
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) %’10,0025.=34.1696

) leo, 0.10-=28.4120

) leo, 090.=12.4426

) %10.005.10.8508  se busca el 0.95 ya que el area a la izquierda es 0.05.

) %10, 0.90- 8.2604 procediendo como en el inciso anterior el area a la izquierda es 0.99

37. Obténganse los puntos porcentuales bajo la cola superior de la distribucién con 16 grados de
libertad, que estén cortados por los siguientes valores chi cuadrada
a. 23.5418 b. 26.2962 c. 31.9999

SOLUCION

Buscando en la tabla de la x* y en el numero de grados de libertad v =16 los respectivos valores de
area se tiene directamente que

a) 23.5418 — 010 — 10%
b) 26.2962 — 0.05 — 5%
c) 31.999 — 001 — 1%

38. En una muestra de 10 observaciones tornadas a partir, de una poblacién normal, se encuentra que la
varianza s® es 15. ¢ Cuales son los limites de confianza del 90% para la varianza de la poblacion?

SOLUCION

Los datos proporcionados en el problema son
Varianza muestral s?=15 numero de datos n =10 1-0=0.9

A partir de los datos e tiene que el numero de grados de libertades v=10-1=9

Del intervalo de confianza 1 - a= 0.9, el area a la derecha «/2=0.05, y para el area a la izquierda de la
distribucion chi -cuadrado 1-0.05 = 0.95, buscando estos valores en la tabla correspondiente para v =10
se tiene

% a2 inf = 3.32511 A w2 sup = 16.9190

Sustituyendo en la ecuacion (54) . \ _|_
as

(10-1)(3) __» _(10-1)(15) —
3.32511 16.9190

39. Cuando un proceso de produccion esta funcionando adecuadamente, la varianza de las partes
producidas es cuatro. Las medidas de las partes se distribuyen normalmente. Se sugiere que el proceso
de produccién en la actualidad se encuentra fuera de control. Se selecciona aleatériamente una muestra
de nueve partes producidas y se obtienen las siguientes medidas.

9 10 12 13 12 8 6 11 9

a. Obténgase la varianza s?

b. Pruébese la hipétesis de que el proceso de produccion sigue funcionando adecuadamente, con o =
0.10.

c. Establézcase el intervalo de confianza del 90% para la verdadera varianza (s°, con base en la
informacion muestral.
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SOLUCION

. . . . s 2
a) se puede determinar la varianza muestral insesgada a partir de la ecuacién s° =

n—1
total
X 9 10 12 13 12 8 6 11 9 D x, =90
¥ 81 100 144 169 144 64 36 121 81 D x} =940
sustituyendo
2
940_(90)/
2= /9 -5
9-1

El numero de muestras es n = 9, por lo tanto el numero de grados de libertades v=9-1=8

b) La varianza poblacional es o’=4 y el numero total de datos es n = 9, entonces los grados de
libertad son v =9-1=8

Debido a que el proceso no funciona adecuadamente si la varianza es muy grande a pequefia, la prueba
de hipétesis es de dos colas, con las hipétesis nula y alternativa

Ho: 6°=4
H, o’»4

Para el nivel de significancia a=0.10 se tiene para el area a la derecha «/2=0.05 vy el area a la izquierda
1- a/2=1- 0.05 = 0.95, por lo que los valores criticos correspondientes para estos valores con v = 8, son
Xz 8,9.5 inf =2.73264 Xz 8,0.5 sup =15.5073

Evaluando el estadistico de prueba
X2=(n_1)s2 (9_1)(5)=10
4

> =
(o2

puesto que 15.5073, no se rechaza Hy, el sistema funciona adecuadamente.

0.08
0.06
0.04

0.02

30 35 40

<«

Region de rechazo  Region de aceptacion Regi6n de rechazo
X’s,005=2.73264 25 005=15.5073

v
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c) Evaluando la ecuacion

(n—1)s <o’ < (n—1)s

lzv,a/Zsup sz,a/zinf
606 _._6-)0
2.73264 15.5073

2.5794<52<14.6378

40. Se sugiere que después de firmar un contrato laboral, la produccién por hora de los trabajadores
mostrara una variacion mayor que antes de firmar el contrato. Se sabe que la varianza de las
producciones por hora antes del contrato laboral era de o? = 80. Considérese que las producciones por
hora se distribuyen normalmente. Se selecciona una muestra aleatoria de 30 trabajadores y se obtienen
sus producciones por hora después de la firma del contrato. Se encuentra que la varianza de la muestra
es 90 (s2 = 90). ¢Debe llegarse a la conclusiéon de que la dispersion de las producciones por hora ha
aumentado significativamente, con o = 0.05?

SOLUCION

La varianza poblacional es o* = 80, la varianza muestral es s = 90, el tamafio de muestra es 30 y el nivel
de significancia es o = 0.05, entonces los grados de libertad son v =30 - 1 = 29.
Las hipotesis de la prueba son

Ho. 6°= 80
H; 6>> 80

Situacion correspondiente a una de cola derecha.
Para estas condiciones el valor critico es Xzzg’ 0.0s=42.5570 y en valor del estadistico de prueba

2
S-ls” (30-1)90) _ 5, 6250
o 8

X2

Como X*=32.6250 < 32.6250 no se rechaza H.

0.06 -

0.04 -

0.03
I-a

X% =32.6250

30 [ ‘ 60

A

Region de aceptacion Regién de rechazo

ng’ 0.05:42.5570
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PRUEBA DE BONDAD DE AJUSTE

Mediante esta prueba se puede verificar si los datos obtenidos de un experimento particular siguen
alguna distribucion particular, por ejemplo, una distribucién uniforme, distribucién binomial, distribucion
normal, etc. La prueba necesita la clasificacion de los datos muestrales en una tabla de distribucion de
frecuencia denominada frecuencias observadas y esta se compara con las frecuencias esperadas
obtenidas utilizando alguna distribucién elegida, las frecuencias observadas se denotan por la letra O y
las correspondientes esperadas con la letra E tal como se muestra a continuacion.

| E, |E, |E; |E,
T O, |0, |0, |O,

El estadistico de prueba X* esta definido como

J _ 2
X2 = Z(OkEEk) (5.25)
k=1 k

Donde la sumatoria se lleva a cabo sobre todas las frecuencias 6 clases (J) en que han sido dividido los
datos. Cuando el tamafio de la muestra es grande de tal manera que ninguna frecuencia esperada es
menor a 5, X’ se distribuye aproximadamente siguiendo un distribucién chi cuadrada con v = J — 1,
grados de libertad.

Por la definicién dada al estadistico de prueba en la ecuacion (55), la prueba de hipotesis es de una cola
derecha, que indica que el ajuste o comparacion con la distribucion esperada es bueno si la diferencia
entre los valores observados son muy parecidos a los esperados dando por resultado un valor de X?
pequefio, pero cuando el valor de X* es mas grande que un valor especificado (valor critico y?, .), la
hipétesis nula se rechaza indicando que no existe suficiente evidencia para decir que los datos
propuestos tienen la distribucion propuesta.

EJEMPLOS

41. Se supone que una tabla de digitos aleatorios es no sesgada; esto es, cada uno de los 10 digitos
debe tener la misma probabilidad de aparecer. Para probar si éste es o no en realidad el caso, se
selecciona una muestra de 100 digitos y se obtienen los siguientes resultados.

Digito: 0O 12 3 45 6 7 8 9 Total
Numero de veces:
que aparece 8 1110 14 7 12 6 9 13 10 100

¢ Deberia rechazarse la hipdtesis de que los digitos de la tabla estan arreglados aleatériamente, con a =
0.05?

SOLUCION

El nimero de clases es J = 10, por lo tanto, los grados de libertadson v=J-1=10 -§_= 9.
Para el nivel de significancia o. = 0.05 y 9 grados de libertad el valor critico es y%, = %, 0.0s=16.9190

Considerando la distribucién uniforme, se tiene que el valor esperado correspondiente es

Digito: 01 2 3 4 5 6 7 8 9 Total
Frecuencia esperada 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 100
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A partir de las tablas anteriores se calcula el estadistico de prueba

' (0, -E,)
X? = Z(AEA) =(8-2)°/10+(11-10)°/10+(10-10)°/10+(14-10)*/10+(7-10)°/10+(8-10)°/10+
k=1 k

+ (6-10)%/10+(9-10)%/10+(13-10)%/10+(10-10)%/10=6

Como 6 < 16.9190 no se rechaza H,, La distribucion si es uniforme.

0.12
0.1}
0.08 -
0.06 |-
l-a
0.04 -
0.02 - X =6 o
°s 5| 10 15 20 25 30
dl i | -
Region de aceptacion Regién de rechazo

%9, 005=16.9190
42. Se arrojan simultaneamente cuatro monedas balanceadas 160 veces. A continuacién se muestran
los resultados.

Nudmero de caras: 0 1 2 3 4 Total
Frecuencia observada: 16 35 55 48 6 160

Con a = 0.05, pruébese la hipdtesis nula de que las cuatro monedas estan todas bien balanceadas y
fueron arrojadas aleatériamente.

SOLUCION

La distribucion de probabilidad para el experimento de arrojar cuatro monedas balaceadas se muestra a
continuacion

X o 1 2 3 4
fx) 116  4/16 6/16 4/16 1/16

Por lo que el las frecuencias esperadas para el experimento

Numero de caras: 0 1 2 3 4 Total
Frecuencia esperada: 10 40 60 40 10 160

El numero de clases es J = 5, por o que v =J — 1 = 4, el valor critico es para el nivel de significancia o =
0.05es sz,a= X24’ 0.05=9.48773.
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El estadistico de prueba es

e :i(Ok -, _ (16-10f (35-40f (s5-60) (48—40) (6-10)
& F 10 40 60 40

=7.8417

Como 7.8417 <9.48773 no se rechaza H,, las monedas se encuentran bien balanceadas.

0.2 -
0.18 -
0.16 -
o.14

o.12 -

o.1
o.os| X% =7.8417
0.06
0.04

0.02

L L L L
o 14 16 18 20

v

Region de aceptacion | Region de rechazo
X29’ 0405=9.48773

43. En un experimento con chicharos, un bidlogo observa 186 plantas altas y coloridas, 66 altas y sin
color, 54 bajas y coloridas, y 14 bajas y sin color. De acuerdo a la teoria de la herencia de Mendel, seria
de esperarse que las diferentes categorias tuvieran las siguientes proporciones: 9:3:3:1. ¢ Existe
suficiente evidencia para apoyar la teoria de Mendel, al nivel de significacién del 0.017?

SOLUCION

La informacién de la frecuencia observada del experimento se resume en la siguiente tabla

Clases Altas y color | Altas sin color Bajas con color Bajas sin color Total
Frecuencia | 186 66 54 14 320
observada

Las proporciones del problema son 9:3:3:1, lo cual se puede traducir en términos de la probabilidad en

9x + 3x + 3x +x = 1, de donde x = 1/16, por lo que las frecuencias esperadas son

9/16x320=180 3/16x320=60  3/16x320=60  1/16x320
Clases Altas y color | Altas sin color Bajas con color Bajas sin color Total
Frecuencia | 180 60 60 20 320
esperada

El numero de clases es J = 4, por o que v =J — 1 = 3, el valor critico es para el nivel de significancia o =
0.01 es % o= 1’3 001=11.3449.
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El estadistico de prueba es

(0, -E)  (186-180) —60) (54-60) (14—20)
x5 (O-B (861808 (66-60F  (s4-60) (14-20F _,
pary E, 180 60 60 20
Como 3.2 < 11.3449.no se rechaza H, el experimento cumple las leyes de Mendel.
o
Region de aceptacion Region de rechazo

%3, 00=11.3449
PRUEBA DE INDEPENDENCIA

Otro tipo de prueba donde se puede aplicar la distribucidon chi cuadrado en la prueba de independencia
donde se toma la decision acerca de si una variable es independiente de la otra de otra variable. La
hipoétesis nula se establece suponiendo que son independientes. Los datos se acomodan en una tabla
llamada tabla de contingencia, en la cual existe N clases o categorias de renglén y M clases o
categorias de columna. Al final de cada una de las filas o columnas se escriben los totales marginales
de fila R; o columna Cy. La interseccion de cada columna y fila da una celda Cy que es la frecuencia
observada. A continuacién se muestra una tabla de contingencia general.

Ci1|Caz | | Co | | - | Cim
C21|Co | | Cax ||| Ca| Ry
Cat| = |||~ |—| | R
Cn1|Cnz | — |Cnk | — Cw| Rn
Ci|Cy || Ci|—]|Ck|Cnm

El estadistico de prueba es una generalizacién del utilizado el la prueba de bondad de ajuste, por lo que
es necesario calcular primero los valores esperados Ej, los cuales se pueden obtener a partir de los
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totales marginales de fila R;, los totales marginales de columna Cy y el nimero total de datos n, mediante
la siguiente ecuacion.

R,-C,
Eyp=— (5.26)

El estadistico de prueba para probar la independencia de dos variables es:

(Cjk _Ejk)2

X2 = ZN:Z i1 (5.27)

Jj=1 k=1 Ejk

La cual tiene una distribucion chi cuadrado con v =(N—1)(M - 1) nimero de grados de libertad.

La prueba es una prueba de cola derecha, y se rechazara la hipétesis nula Hy si el valor del estadistico
de prueba es lo suficientemente grande para superar el valor critico establecido a partir de la
significancia o y de el numero de grados de libertad v. El rechazo de la hipétesis nula implicara que las
variables son dependientes, en caso contrario seran independientes.

EJEMPLOS

44. Supédngase que la siguiente es la distribucion de frecuencias observada de 1000 votantes
clasificados segun el partido al que estan afiliados y su preferencia al votar con respecto a cierto asunto.

Pref. al votar Demdcratas | Republicanos | Total
En contra 250 200 450

A favor 400 150 550
Total 650 350 1000

Pruébese la hipétesis de que la preferencia al votar no esta relacionada con la afiliacion de partido, con o
=0.05.

SOLUCION

A partir de los totales marginales y el total de datos se obtienen los valores esperados E; utilizando la
R.-C
J k

n

ecuacion £, = . Los resultados esperados son acomodados en la siguiente tabla

Pref. al votar | Demdcratas | Republicanos | Total
En contra 292.5 157.5 450

A favor 357.5 192.5 550
Total 650 350 1000

A partir de las dos tablas anteriores se calcula el estadistico de prueba
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< = i L(Cu—Ey)" _ (250-292.5) s (200-157.5)° . (400-357.5)° . (150-192.5.5)°
: E, 292.5 157.5 357.5 192.5

El nimero de grados de libertad para el problema es v=(2 - 1)(2- 1) = 1, Por lo que el valor critico es
A= %1, 005=3.84146

Puesto que 3.84146< 32.079 se rechaza H,, por lo que si hay dependencia en las variables,

45. Se realiza una investigacion para determinar si la calificacion de desempefio en el trabajo es
independiente de los logros académicos en universidad. Se selecciona aleatériamente una muestra de
100 empleados y su clasificacién en una tabla de 3 por 3 se muestra a continuacién.

Nivel académico en universidad

Callificacion de A B C o menos Total
desempefio
Excelente 10 5 5 20
Promedio 20 12 8 40
Malo 20 13 7 40
Total 50 30 20 100

Especificando el nivel de significacién en 0.01, ;debe llegarse a la conclusion de que la calificacion de
desempeiio en el trabajo no esta relacionada con los logros académicos en universidad?

SOLUCION

Primero se construye la tabla de continencia de los valores esperados utilizando la ecuacion

R.-C,
E,=""

n

Nivel académico en universidad

Callificacion de A B C o menos Total
desempefio
Excelente 10 6 4 20
Promedio 20 12 8 40
Malo 20 12 8 40
Total 50 30 20 100

Procediendo a calcular el estadistico de prueba

M
2 Jk
XT=2.2, E 10 20 20 6 12

1 k=1 Jk

LA (Cy—Ey)* _(10-10) ,(20-20)° (20-20)° (5-6) (12-12)

J
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2 2 2 2
+(13;212) +(5_44) +(8_88) BT o sans

El nimero de grados de libertad para el problema es v = (3 — 1)(3 - 1) = 4, Por lo que el valor critico para

v=4 y o= 0.01es sz,oc= X24’ 001=13.2767
NS NS
Puesto que 0.54166< 13.2767 no se rechaza H,, por lo que las variables son indepenﬁﬂé}a‘\

46. Un psicologo realizd un experimento para determinar si el desempefio de los estudiantes esta
relacionado con el método utilizado en cierto tema. Se estan considerando tres métodos de ensefanza:
I, I, y lll, y el desempefio de los estudiantes se clasifica como A, B o C. Los resultados fueron los
siguientes.

Pruébese la hipotesis nula de que el desempefio de los estudiantes no esta relacionado con el método

de ensenanza, con oo = 0.01. | N C Q M F LE T Q

SOLUCION

Construyendo primero la tabla de continencia de los valores esperados utilizando la ecuacion

3 Rj -C,
Jk n
METODOS DE ENSENANZA

Desempefio | | I I Total
A 7.5 15 7.5 30

B 10 20 10 40
C 7.5 15 7.5 30
Total 25 50 25 100

Calculando el estadistico de prueba

e _if(cﬂ{ —E,)" _(5-75) LUs-10f  (5-7.5)7° (20-15)  (15-20)°
=t=0 7.5 10 7.5 15 20
2 2 2 2
L (15-15) .\ (5-7.5)* (10-10) .\ (10-7.5) 873
15 7.5 10 7.5

El nimero de grados de libertad para el problema es v = (3 — 1)(3 - 1) = 4, Por lo que el valor critico es
2 .2 —
Y vea= X 4001=13.2767

Puesto que 8.73< 13.2767 no se rechaza H,, por lo que no hay dependencia en las variables,
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PRUEBA DE FISHER

R. A. Fisher, quien fue el primero en obtener la distribucién y desarrollar la prueba, de ahi el nombre de
la distribucién. La prueba f se utiliza principalmente para probar la igualdad entre dos varianzas
poblacionales que provienen de poblaciones que tiene una distribucion normal, también se ha
desarrollado un procedimiento basado en esta prueba para investigar la igualdad entre tres 6 mas
medias poblacionales, procedimiento que comunmente se denomina andlisis de varianza (ANOVA).

El estadistico de prueba para la prueba F es la razon de los estimadores insesgados de de dos
varianzas poblacionales

2
S
F="> (5.28)
2

s
Se debe cumplir siempre que s,°>s,” para que la razdn sea mayor que uno (F 21).

La probabilidad acumulada para la distribucién Fisher se obtiene de la siguiente ecuacion
vV, +Vv v v
1—*(( 1 2 2)}1/1 /2 V2 2/2
P(O<F<x)=

92 )

La distribucion F tiene 2 variables v, y v, que son los grados de libertad de cada una de las poblaciones.
vi=ng-1 grados de libertad de la poblacion 1
Vo= Ny — 1 grados de libertad de la poblacion 2

th(vl“)‘l (v, +v,t) )2 gy (5.29)

Entonces, para cada pareja de valores v,y v, se tendra una tabla correspondiente a los valores
porcentuales de o mas utilizados. En general los valores criticos F,, .. , . es diferente de F,, , » 1, esto
es, si se intercambian los valores de v, y v, no se obtiene el mismo valor critico, por lo que hay que tener
cuidado al utilizar las tablas y recordar que v, se asocia la poblaciéon que tiene la mayor varianza y v,.a la
que tiene la menor varianza. Algunas graficas de la distribucion F se muestran a continuacion. Se
observa aue la distribucion no tiene simetria en ninadn caso mostrado.

1~

F114

38

F81 10

Figura. Grafica de algunas de distribuciones Fisher, F4, 4, F3, sy Fg, 10.
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PRUEBA DE LA DIFERENCIA DE DOS VARIANZAS

Al igual que en las pruebas anteriores, la hipétesis nula Hy se asocia con la igualdad entre los
estadisticos de prueba poblacionales y la hipotesis alternativa Hy solamente tiene dos posibles opciones,
una prueba de cola derecha y una prueba de dos colas

2 2

Ho: G1 =02
2 2

H1: G1 20>
2

G1 #02

2

El estadistico de prueba a utilizar es F :#2, el cual cumple con la distribucién Fisher. La hipotesis
Sy

nula se rechazara si el valor de F' es lo suficientemente grande para que sea mayor que el valor critico

Fou vi, v 2-

EJEMPLOS

47. Supdngase que se comparan las materias primas suministradas por dos proveedores. En apariencia
los dos proveedores proporcionan materiales distribuidos normalmente con el mismo promedio, pero
existe preocupacion en cuanto a la variabilidad de los materiales. Una muestra de 16 lotes del Proveedor
| proporciona una varianza de 150 (s12 = 150), mientras que una muestra de 21 lotes provenientes del
Proveedor Il proporciona una varianza de 225 (322 = 225). Pruébese la hipdtesis nula de que sus
varianzas verdaderas son iguales contra la hipotesis alternativas de que son diferentes, con o= 0.05.

SOLUCION

Los datos de cada un de los proveedores se resumen a continuacion (reacuérdese que s;°>s5°)

Proveedor | Proveedor Il
$,°=150 $,?=225
Ny =16 n1:21

La hipétesis nula y alternativa de problema son respectivamente

Ho: 0122022

H1Z 012¢022

Utilizando el niumero de datos de cada muestra, v;=21-1=20y v,=16 -1 =15,
Por otra parte, puesto que la prueba es de dos colas y a=0.05, 0/2=0.025

El valor critico para la prueba es Fg 25 20, 15= 2.76.

EL estadistico de prueba es

F:S12 =§—

=1.5
5,0 150

Como 1.5 < 2.76, no se rechaza H,, las varianzas son estadisticamente iguales.
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v

- ;|< L
Region de rechazo  Region de aceptacion Region de rechazo
Fo.025, 20,15 = 2.76

48. Se emplean dos métodos de ensefianza de la lectura a dos grupos seleccionados aleatériamente de
nifos de nueve afos. Se desea determinar si los resultados de los dos métodos, en términos de las
puntuaciones obtenidas en una prueba estandar de lectura, tienen la misma variabilidad. Supéngase que
se obtienen los siguientes datos de las dos poblaciones consideradas como normales:

Método | Método Il
Tamafo de la muestra ns =25 n,=30
Varianza muestral s12 =108 322 =95

Con un nivel de significacién de 0.05, ;deberia llegarse a la conclusiéon de que las puntuaciones de
prueba de los dos grupos tienen la misma varianza poblacional?

SOLUCION

En este caso la hipotesis nula y alternativa de problema son
HOZ 0122022
H1: 012¢022

Utilizando el numero de datos de cada muestra, v;=25-1=24y v,=30-1=29.
La prueba es de dos colas, entonces como a=0.05, 0/2=0.025
El valor critico para la prueba es Fq 25 24,20 = 2.15, por otra parte estadistico de prueba es
2
s 108
F =" =—"-=11368
s,> 95
Como 1.1368 < 2.15, no se rechaza H,, las varianzas son estadisticamente iguales.

L L L L
<

| ;I: Ll ) L
Region de rechazo  Region de aceptacion Region de rechazo

Fo.025, 20,15 = 2.15 157
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49. Un psicologo desea determinar si la inteligencia de las niflas mas variable que la de los nifios. Se
sabe que los C.I. tanto de nifios como de nifias se distribuyen normalmente. Supdngase que una
muestra aleatoria de los C.I. de 61 nifias proporciona una varianza de s;> = 240, y una muestra aleatoria
de los C.I. de 61 nifios proporciona una varianza de s,> = 200. Con o = 0.01, pruébese la hipétesis nula
de que la variabilidad de los C.I. de las nifias es igual que la de los nifios, contra la hipotesis alternativa
de que la primera es mayor que la segunda.

SOLUCION

Los datos para el grupo de nifios y nifias se resumen a continuacion
Nifias Nifios
$,°=240 $,°=200
n1:61 n2:61

La hipétesis nula y alternativa de problema son respectivamente

2 2
Ho: G1 =02
. 2 2
H1. G1 > O3

Los grados de libertad para cada muestra son respectivamente
vi=n4-1=61-1=60 y v,=ny-1=61-1=60

La prueba de hipotesis es de cola derecha con a=0.01.

El valor critico para la prueba es Fo o1, 60,60= 1.84.

EL estadistico de prueba es

512 _@_

5,2 200

1.2

Como 1.2 < 1.84, no se rechaza H,, las varianzas son estadisticamente iguales.

-
N A O 0
T

2.5

»
B>
Region de aceptacion Region de rechazo

Fo.01,60,60 = 1.84
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50. Se emplean dos maquinas, | y Il, para producir pernos idénticos cuyas longitudes se cree que se
distribuyen normalmente. Una muestra aleatoria de 41 pernos producidos por la maquina | da una
s,°=0.5, una muestra de 61 pernos producidos por la maquina Il da una s,” =0.3. Pruebe la hipétesis nula
de que pernos producidos por las dos maquinas tienen variabilidad idéntica, contra la hipotesis
alternativa de que tiene varianza diferente, con o=0.10.

SOLUCION

Las varianzas y numero de datos se resumen a continuaciéon para cada maquina

Magquina | Magquina Il

$1°=0.5 5,°=0.3

n1=41 n2=61
Para este problema la hipétesis nula y alternativa de problema son
Ho: 0122022
H1Z ('51275622

A partir del nimero de datos de cada muestra se determina los grados de libertad
vi=41-1=40 y v,=61—-1=60.

Como a=0.1y la prueba es de dos colas, se tiene que s, a/2=0.05

El valor critico para la prueba es Fggs 40,60 = 1.59,

El estadistico de prueba es

2
F=t 196
57 95

Como 1.59 < 1.66, se rechaza H,, las varianzas son estadisticamente diferentes.

o 0.5

< #|=
Region de rechazo Region de aceptacion Regioén de rechazo
Fo.05, 40,60 = 1.59
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ANALISIS DE VARIANZA (ANOVA)

El andlisis realizado mediante la distribucion t-student permite entre otras cosas realizar la comparacion
entre dos medias muestrales que provienen de poblaciones con distribucion normal y tiene la misma
varianza, pero si se desea generalizar el problema anterior, esto es, comparar entre tres o0 mas medias
muestrales provenientes de poblaciones con distribucidon normal y varianza idéntica, la distribucién t-
student no seria el método mas adecuado para llevar a cabo tal comparacion, ya que esta prueba solo
se aplica a parejas de medias, afortunadamente se ha desarrollado un método conocido como analisis
de varianza (ANOVA) que permite de una manera directa realizar la comparacion, esta prueba utiliza a
la distribuciéon F o Fisher como base, ya que el estadistico de prueba se define como la razén de dos
cantidades positivas que se relacionan con la varianza total de los datos y con la varianza de las medias
respecto de las media total, mas adelante se da una descripcién del método utilizando un ejemplo
numérico.

La prueba ANOVA tiene como hipétesis nula Hy de que todas las medias p4, pp us, . px sonigualesy la
hipotesis Hy que alguna de ellas es diferente, lo anterior se indica a continuacion

Ho: H1=Hp=[a=.. Hk
Hy: WiF oA U3# | i

La descripcion del método se realizara mediante el siguiente ejemplo, en donde cada columna muestra
las calificaciones obtenidas al aplicar un método de aprendizaje, hay tres métodos diferentes, por lo que
la hipotesis nula es que los tres métodos producen resultados idénticos y la hipétesis alternativa es que
producen resultados diferentes.

Ho: H1=Ho=i3

H1: H1FHo# U3
METODO | METODO I METODO llI
74 84 83
78 77 85
73 79 86
73 79 87
72 81 89
Total | 370 400 470

A partir de la suma total de cada método se determina las medias para cada uno de los métodos

OH ra . — x , ra
utilizando la férmula para el promedio X = Z—’ , donde n,es el numero de datos en cada método o

n
clase.
X, =370/5=74
)_cz =400/5=80
X, =430/5=86

(o = x)°

Las respectivas varianzas insesgadas de cada método se pueden calcular aplicando st = E I
n-—
o (7A=T74) +(18-74) +(73-74) +(713-74) +(72-74)° ___
1 - - .
5-1
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,_(84—80)" +(77-80)° +(79-80)" +(79-80)" +(81-80)° _

Sy, = 5.1 7
o (83-86) +(85-86) + (86 —86)" + (87 —86) +(89—86) -
2= -

5-1

La media de las medias o media total es

370+400+470 _
15

x= 80

La varianza de las medias muestrales se puede calcular como

, (% -%)7  (74-80) +(80-80)" +(86—80)
o w1 3-1
K cLnIJES
s; (varianza de la media muestral) es un estimador de 0')?2 (varianza de la media poblacional), esto es
2 2
o, =5 =36

X

=36

2
_ 2 (o
Por otra parte recordando el teorema del limite central o.” = — y tomando como n,= 5 ya que es el
n: I
’ . |
numero de datos en cada muestra, se tiene que

o’ =no.” =5(36)=180

Lo anterior muestra como la varianza para las medias se transforma en un estimador de la varianza de
una poblacién.

Como o? se obtiene a partir de las 3 medias que representan a cada uno de los métodos, por lo que sus
grados de libertad son v, =3 -1=2.

Para un cdso mas general donde existan K clase se tendra que los grados de libertad para o?son
general.

Vi =K-1

La estimacion de o? mejora si se utiliza toda la informacién disponible de las muestras, por lo que un
mejor estimador seria el promedio de cada de las varianzas individuales s,%, s, y s5°,

K 2
) S, 55+7+5
Sy = E = =5.83
e 3-1

Los grados de libertad de SW2 para un caso general se puede obtener mediante

vz=n1+n2+nk—K=N-k

Donde ny, es el numero de datos en la clase k y N es el niUmero total de datos.

Para el presente ejemplo v,=5+5+5-3=12
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El estadistico de prueba se define como
S

Siw

por lo tanto, para el ejemplo

F =

Para aceptar o rechazar la hipétesis nula, se requiere de un valor critico, por ejemplo si si =0.05

Fa, vi,v2 = F0,05,2,12 =3.89

Puesto que 3.89 < 30.9 Se rechaza H,, lo que se traduce en que los métodos de aprendizaje son
diferentes.

Método general

En general si se tiene una tabla con K muestras o clases y cada muestra tiene n, datos como se muestra
a continuacion

Muestra | | Muestra ll Muestra K
X11 X21 X1
X12 X22 Xk2
X1n Xon Xkn
Tamano de la muestra Ny Ny Nk
Total de la muestra Ty T, Ty

Las siguientes definiciones permiten simplificar los resultados

1y
Total de la muestra k T, = ZXZ.,,{
B i=1
K ng
Suma total de la muestras T = ZZXL}
j=1 i=1
k
Total de las observaciones N =nq+ ny+...ng= Zn[

i=1

Recordando que el estadistico de prueba se definié como la razon de la varianza entre las medias
muestrales vy la varianza dentro de cada una de las muestras.

La suma externa de cuadrados se define como

K T 2 2
SSB = ZL—T— (5.30)
o e N
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La cual tiene v4= K -1 grados de libertad.

La suma interna de cuadrados calcula la varianza dentro de cada una de las muestras.

GONZALO GALVEZ COYT

K 5 K T 2
SSW=>>x,-> " (5.31)
j=1 i=l k=1 Ny
La cual tiene v, = N -K grados de libertad.
La suma total de cuadrados se define como la suma
SST = SSB + SSBw) (5.32)
Utilizando las definiciones anteriores, la suma total de cuadrados es
K ng ) T2
SST=>">x,, — (5.33)
Jj=1 i=1
La varianza entre las medias muestrales se determina como
SSB
S’ = (5.34)
Pk -1
La varianza dentro de cada una de las muestras es
SSW
Sy = (5.35)
N-K
La razon o estadistico de prueba se define como
2
S
F = 75 (5.36)
Sy
El procedimiento de analisis de varianza se resume en la siguiente tabla
Fuentes de Grados de . .
variacion Suma de cuadrados libertad Varianza Razon F
LT’ —K- SSB s;
Entre grupos SSB=) “F - vi=K-1 S;="" F=-"7
o n, N K -1 Sy
Dentro de los inzk ) i / ve N - K R SSW
grupos SSW = X =) =0 S, =——
j=1 =l ’ k=1 N N-K
K n T2
Total SST = Z X, ]2 14 N-1
- N
j=1 i=1
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EJEMPLOS

51. Utilizando los datos del ejemplo anterior y las férmulas (60) y (61) obtenga: Sg*¥ S,y F.

SOLUCION
Método | Método Il Método Il Método | Método Il Método Il
X X5 X X2 X2 Xs®
74 84 83 5476 7056 6889
78 77 85 6084 5929 7225
73 79 86 5329 6241 7396
73 79 87 5329 6241 7589
72 81 89 5184 6561 7921
Total 370 400 470 27402 32028 37000

Numero de clases K=3.

Nuamero total de datos N=n+n,+...ny=5+5+5=15

La suma de cada muestra es T.=370 T,=400 T5=430

Total de las observaciones T =370+ 400 + 430=1200

Suma externa de cuadrados

2

K 2 2 2 2 2
SSBzz I _ 370 +400 +430 1200

— =360

= Ny N 5 5 5 15
Grados de libertad vi=K-1 =3-1=2
S; _ SSB _ 360 180

K-1 3-1

Suma interna de cuadrados

K n K T 2 2 2 2
SSW =" x, 7 = = 27402 + 32028 + 37000 — 3707, 4007 43074y

== =1 Ny 5 5 5

Grados de libertad vo=N-K =15-3=12

g2 SV _ 70

" N-K 15-3
El estadistico de prueba es

=5.833

_ s, _ 180

F 2
s2 5.833

= 30.86

Obteniéndose los mismos resultados descritos en el ejemplo anterior.
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52. A tres grupos de pollos seleccionados aleatdriamente se les alimenta con tres dietas diferentes. Cada
grupo consta de cinco pollos. Sus aumentos de peso durante un periodo especifico de tiempo son los
siguientes:

Dieta | Dieta Il Dicta Il
4 3 6
4 4 7
7 5 7
7 6 7
8 7 8

Utilicese o =0.05 para probar la hipétesis nula de que las tres dietas tienen el mismo efecto en el
aumento de peso de los pollos, contra la hipotesis alternativa de que tienen distintos efectos.

SOLUCION

Un resultado interesante es que la suma externa de cuadrados y la suma interna de cuadrados no se ven
alteradas si a cada dato de la tabla se le suma o resta un numero fijo.

Haciendo uso de la idea anterior conviene restarle a cada dato el numero 7

Dieta | Dieta | Dieta | Dieta | Dieta | Dieta

I Il 11 I Il 1

Xi | Xo | X [ X | X¥ [ X°
-3 -4 -1 9 16 1
-3 -3 0 9 9 0
0 -2 0 0 4 0
0 -1 0 0 1 0
1 0 1 1 0 1
Total -5 -10 0 19 30 2

El numero de clases es K =3 y el numero total de datos es N =15

La hipétesis nula y alternativa del problema es

Horpr=po=pi3

Hq:pq=po#us

Los respectivos grados de libertad sonv=K-1=3-1=2 vy Vo=N-K=15-3=12
Como a =0.05 el valor critico para la prueba es f,,1,v2= fo05212 = 3.89

La suma de cada muestra es T=-5 T,=-10 T5=0

Total de las observaciones T=-5-10+0=-15

Calculando la suma externa de cuadrados

K 2 g\ . 2 2 _ 2
SSB:ZTL—L (=5) +( 10) Lo (-15) - 10

2
“n N 5 5 5 15
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por lo tanto
$2 = SSB _ 10 _
K-1 3-1

La suma interna de cuadrados es

K n 5 K T2
SSW=>>x"=> " =19+30+2—
=1 i=l k=1 My
S, = SSW__ 26 _ 436 = 21667
N-K 15-3

El estadistico de prueba es

_Ss_ S|
2.1667

2.307

-2
Sw

5

-5
+

(-10)

74_7

5

GONZALO GALVEZ COYT

02
=26
5

Como 2.307 <3.89, no se rechaza H,, las dietas son igualmente efectivas.

53. Una compafila manufacturera tiene cuatro maquinas idénticas en un proceso especifico de
produccion. Cada maquina es operada por un trabajador distinto.
Se toma de cada maquina una muestra de los productos obtenidos durante un periodo de cinco horas y
se obtiene el niUmero de partes defectuosas producidas cada hora. Los resultados son los siguientes:

Magquina | Magquina Il

0

0 O OO
Q0100 0 ~N~N

Maquina lll

A WWWLWN

NO O Ww

Maquina IV

Utilizando o = 0.01, pruébese la hipdétesis nula de que las maquinas producen el mismo promedio de
partes defectuosas por hora, contra la hipotesis alternativa de que los cuatro promedios son diferentes.

SOLUCION

Restando el numero 6 a cada elemento de tabla

M Ml Ml M IV M I Ml M Il M IV
X X2 X3 X4 X Xo" X3’ X4"
4 1 -4 -3 16 1 16 9
3 1 -3 -3 9 1 9 9
3 2 -3 0 9 4 9 0
3 2 -3 0 9 4 9 0
2 -1 -2 1 4 1 4 1
El | Total 15 5 -15 -5 47 11 47 19

numero de clases es K =4 y el nimero total de datos es N =20
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La hipétesis nula y alternativa del problema es

Ho: pi=po=p13

Hitpazpo#ps

Los respectivos grados de libertad sonvi=K-1=4-1=3 vy vo=N-K=20-4=16
Como o =0.01 el valor critico para la prueba es f,,1,v2= f0.01316 = 5.29

La suma de cada muestra es T=15 T=7 T3=15 T,=47
Total de las observaciones T=15+5-15-5=0

Calculando la suma externa de cuadrados

s TSP 6 18 CSFOF g

- n, N 5 5 5 5
por lo tanto
S, = 5B _ 100 _ 45 3333
K-1 4-1

La suma interna de cuadrados es

K K 2 2 2 . 2 )2
SSW=33x - s 4711447 419- (1s)”, G6F , C15)  (5) |y,
’ k=1 I’lk 5 5 5 5

j=1 i=1

_SSW_ 24

= = =1.5
N-K 20-4

Sy
El estadistico de prueba es

2
F= S—f = 733'3333 =22.222
Sy 5

Como 5.29 < 22.222, se rechaza H,, los promedios de produccién son diferentes.
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UNIDAD VI Regresiény correlaciéon

REGRESION

Existen problemas experimentales en los cuales se trata de establecer si existe un relacién entre dos
conjuntos de datos X y Y, por ejemplo se desea establecer la cantidad de lluvia (X) se relaciona con la

produccion de trigo (Y), o si la experiencia en afios (X) se relaciona con las ventas obtenidas (Y), etc.
Si la relacion existe entonces se puede estimar que tan fuerte es esta relacion o dependencia, ademas
es posible determinar el valor posible de una variable a partir del valor de la otra.

Dependiendo del problema es posible determinar la relacion entre las variables X y Y, mediante la

técnica de regresion. La fuerza de la relacion entre las variables X y Y se determina mediante el
coeficiente de correlacion.

Si en un problema se tienen solamente dos variables, se dice que la técnica es una regresion o
correlacion simple. Cuando existen mas variables involucradas se dice que el problema es de regresion
o correlacion multiple.

En caso de regresion simple la variable que es utilizada para estimar a la otra se llama variable
independiente y se denota por X, mientras que la otra es conocida como variable dependiente y se

denota por la letra Y. La regresion multiple involucra dos o mas variables independientes y una variable
dependiente.

REGRESION LINEAL

La regresion lineal se refiere a determinar la “mejor ecuacion lineal” de la forma: y = mx+ b que es

posible establecer entre las variables X y Y. En muchas ocasiones la relaciéon entre las variables es no
lineal lo cual complica el problema, pero en muchos casos es posible determinar una relacion entre las
variables de la forma: y = f(x), donde f(x) puede ser una relacion polinomial, potencial, exponencial. etc.

El trabajo de aplicar la regresion lineal a un problema consiste en determinar los valores 6 parametros a

y b delarecta y =mx+b a partir del conjunto de datos Xy Y

DIAGRAMA DE DISPERSION

Como primer paso para la obtencidon de una regresion primero se grafican los datos, lo cual es conocido
como diagrama de dispersién. En la figura A siguiente se muestran una tabla de datos y su respectivo
diagrama de dispersion.
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TABLA DE DATOS

X Y
X1 Y1
X2 Y2
Xn Yn

METODO DE MiNIMOS CUADRADOS

v

35

30

25

20

15

10

DIAGRAMA DE DISPERSION

GONZALO GALVEZ COYT

Como se puede observar del diagrama de dispersion anterior los datos no se encuentran exactamente
en una linea recta.

El criterio que mas se utiliza para determinar la mejor recta de ajuste se conoce como recta método de
minimos cuadrados, consiste en buscar los parametros a y b de la recta y = m x + b de tal manera que
las suma de los cuadrados de las distancias verticales entre los puntos de la recta y del diagrama de

dispersion sea lo mas pequena posible.

La figura siguiente muestra la idea general del método de minimos cuadrados, cada uno de los 15
puntos graficados muestra representa a cada uno de los pares ordenados (X;,Y;) dondei=1, 2, 3,...,n.
Al sustituir el valor de la abscisa Xj de cada uno de los puntos en la ecuacién de larecta y =mx+b se

obtienen un conjunto de valores Y, =m X, + b, donde i=1,2,3,..., n.,, los cuales se encuentran sobre

la recta.

35

30

25

20

15

10

10
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La diferencia D; = Y, — Yr, se denomina desviacion, por lo que la idea basica del método de minimos
cuadrados se puede expresar matematicamente como:

S(m,b)=>.D; = (Y, - ¥r,)’ (6.1)
i=1 i=1

Para el caso de la linea recta la ecuacién anterior toma la forma siguiente

S(m,b)=>"D; => (Y, -mX, - b)’ (6.2)
i=1 i=1

La funcion debe S(m, b) se considera como una funcién de dos variables m y b para la cual debe de
existir al menos un par de valores (m, b) tales que sean un minimo de la funcion.

La condicion que debe de cumplir la funcién S(m, b) para tener un minimo (0 maximo) es que sus
derivadas parciales con respecto a los parametros m y b sean cero, esto es:

% o (6.3)
am
B _y (6.4)
ob

Aplicando la condicion dada por la ecuacion (6.3)

os

om  om [Z(Y mX; =b) };2(& —mX, —b)(-X,)

Utilizando las propiedades de la sumatoria se tiene que

S(m,b) = 2i(—Y,X,, +mX. +bX,)= 2{— Zn:KX,. + mZ":Xf + bi X,}
i=1 i=1 i=1

i=1

Posteriormente igualando a cero

2[—ZW:Y,,X,, + mzn:)(f +bZn:X,} =
i=1 i=1 i=1

Despejando se obtiene la ecuacién
my X +bY X, =+Y VX, (6.5)
i=1 i=1 i=1

Ahora si se aplica la condiciéon dada por la ecuacion (6.4)
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os

B om {Z(Y mX, —b)’ }:izl“z(x—mxi—b)(—l)

Aplicando nuevamente las propiedades de la sumatoria

S(m,b) = 22( Y, +mX, +b)= 2{ ZY+mZX +bn}

i=1
Igualando a cero

2[—2’7:1@ +mZn:X,. +bn}=0
i=1 i=1
Reacomodando términos se obtiene la ecuacion
mz X2+ bzn: X, = +Z": Y. X, (6.6)
= =1 i
Las ecuaciones 5.41 y 5.42 forman un sistema de de ecuaciones donde m y b son las incognitas,
mZH:Xf + bin. :Zn:XiYi
i=1 i=1 i=1
mZn: X, +bn =i Y,
i=1 i=1

La solucién del sistema de ecuaciones anterior se puede resolver mediante determinantes, a
continuacion se evaluan los determinantes requeridos para el calculo

AR

X1 YX,
R

X1 YXY,
2X 2

De donde se obtiene las ecuaciones que permiten obtener los parametros para la mejor recta de
minimos cuadrados.

A _nEX =Y XYY

m=—= (6.7)

A Y x-x )

A=

A, =

DRIDRESROR A
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p=B2_ >X DN -Y XD XY,
A nZXiZ—(ZXi)Z

(6.8)

Como se puede observarse de las ecuaciones anteriores, para obtener los parametros m y b es
necesario realizar las sumatorias indicadas a partir de los datos (X;,Y;) donde i =1, 2, 3,...,n.

EJEMPLOS

1. En una compafia de seguros se desea determinar la relacidon entre la experiencia en ventas y el
volumen de las mismas. Se selecciona una muestra aleatoria de nueve vendedores. Se encuentra que
sus afnos de experiencia (X) y ventas anuales normales (Y) son los siguientes:

8 9

X123 45 6 7
Y: 213 3 4 5 6 5 7 (en$100000)
a. Construyase un diagrama de dispersion y tracese la recta de regresion de Y sobre X en el diagrama.

b. Estimese el volumen de ventas anuales para un vendedor que tiene una experiencia en ventas de diez
anos.

SOLUCION
X |y [X* |XY
a) Es conveniente primero 1 2 1 2 construir la tabla siguiente, con
el fin de determinar las sumatorias necesarias para el
. 2 1 4 2
calculodemy b
3 3 9 9
4 3 16 12
5 4 25 20
6 5 36 30
7 6 49 42
8 5 64 40
9 7 81 63
|z 45 |36 285 [220

Evaluando en las expresiones

XX V=X D (9)220)-(45)36) 2 _ oo
X -(Sx ) O)Ness)-(4s) 3

b XD D XY XY, (285)36)-(45)(220) 2

= =—=0.6667

> x” - x,f (9)285)- (45 3

2
Entonces, la recta de regresion tiene la ecuacion y = gx + g

El diagrama de dispersion y la recta de regresion se muestran el la siguiente grafica
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b) El volumen de ventas anuales para un vendedor que tiene una experiencia en venta de 10 afios se
obtiene al evaluar la recta de regresion obtenida para x =10.

2.2 2
Y 3 3 Y 3

(10)+§: 7.33

el resultado anterior se multiplica por 10 000 para obtener el total de ventas.

Ventas = 7.33(100000)=$ 733 000.

2. Se tiene un registro de los costos de mantenimiento para seis maquinas idénticas de distintas edades.
Por parte de la gerencia se desea determinar si existe una relacion funcional entre la edad de la maquina
(X) y el costo de mantenimiento ( Y) Se obtienen los siguientes datos.

Maquina X Y

1 2 $70
2 1 40
3 3 100
4 2 80
5 1 30
6 3 100

Obténgase la ecuacion de regresion con X como variable independiente y Y como variable dependiente.
¢, Cual seria el costo de mantenimiento para una maquina de cuatro afios?

SOLUCION

La tabla siguiente resume los calculos necesarios para las sumatorias

X Y XY X
2 70 140 4
1 40 40 1
3 100 300 9
2 80 160 4
1 30 30 1
3 100 300 9

[ = 12 420 970 28
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Evaluando en las expresiones para calcular m y b

X Y =D X DY, (6)970)-(12)420)

= =325

iy x” - x,f (6)28)-(12)?

XXX Y Y XY, (28)420)- (12)970)
> x> x,f (6)28)-(12)

Asi se tiene la recta de regresion y =32.5x+5, evaluado para x =4

y=(32.5)(4)+5=135

Por lo que el costo de reparacion de la maquina de 4 afios es $135.

CORRELACION
Como ya se ha sefialado anteriormente, la correlacién es la fuerza de la relacién entre las variables X y
Y, y se determina mediante el coeficiente de correlacion.

COEFICIENTE DE CORRELACION

A partir de la ecuacion de minimos cuadrados se puede realizar una prediccion de el valor de Y
sustituyendo el valor respectivo X, pero el grado de exactitud de la prediccién depende de el grado de
correlacién entre las variables X y Y. Cuando la correlaciéon es pequefia se tiene poca precision en la
determinacion del valor Y, pero cuando la correlacién es grande se tiene una gran exactitud en la
determinacion del valor Y.

La medida del grado de correlacién utilizando los n pares de datos (X;,Y,) es llamado coeficiente de

correlacion, normalmente denotado por 7. Para determinar a » se considera primero que Y es una
variable aleatoria cuya desviacién respecto de la recta de minimos cuadrados es la menor posible, esto
quiere decir que la variabilidad se divide en dos partes, la primera es la eliminada por la recta de

minimos cuadrados Yy la cantidad que permanece a pesar de de la recta de regresion. Si Yr=m X +b

n
(valor calculado a partir de la recta de regresién) y ¥ = —ZYZ , entonces la variacion total se puede
n i

separar de la forma.

D =YY= Y=Yy o+ Y -Yr)’ (6.9)

Variacion total Variacion eliminado Variacioén restante
por regresion

Mientras mas variacion se elimine mediante la recta de regresion mas cercana sera la relacién entre X y
Y y se volvera mas precisa la estimacion del valor Y.

Dividiendo ambos lados de la ecuacion 68 entre Z(Y - 7)2 se obtiene

> =YY =3 r=F) -1’
SH-T) Y- Y1)
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Entonces, la expresion anterior se puede escribir como.

» 2@ -y
pACASSS

Donde r es el coeficiente de correlacion, asi se tiene que

l=r

2 (¥ =Y’
D, -Y)

En lugar de usar la ecuacién anterior para determinar el coeficiente de correlacion se utiliza para el caso
de la linea recta la férmula siguiente

o Y XY -2 XY, (6.11)
(nE X=Xy - n)

Si la correlacion entre las variables X y Y es fuerte, la mayor parte de la variabilidad de Y puede
atribuirse a la relacion con X y r sera cercana a 1 o -1, en particular se » =1 o -1 se dira que hay un
ajuste perfecto a la recta. En general el valor de 7 varia de -1 a 1, y cuando la correlacién es débil su
valor es cercano a 0. Si 7 =0, se dice que no existe correlacion entre Xy Y.

Cuando 7 se encuentra entre 0 y 1 existe correlacion positiva y cuando esta entre -1 y 0 hay correlacién
negativa.

r=1- (6.10)

PRUEBA DE HIPOTESIS PARA EL COEFICIENTE DE CORRELACION

Existe una prueba de hipétesis para determinar si el un coeficiente de correlacion () es lo
suficientemente grande para afirmar que hay correlacion entre los pares de valores X y Y. o si el valor r
corresponde al azar. Dicho de otra manera, se desea probar la hipoétesis de que el coeficiente de
correlacion poblacional p es igual a cero contra la hipétesis alternativa de que no lo es. Si la distribucion
de las dos variables involucradas es normal entonces, el estadistico de prueba T empleado se define
como

T=r (6.12)

1—7°

El cual se distribuye de acuerdo a una distribucién T-Student con v = n- 2 grados de libertad. Si no es
clara la idea de que las variables se distribuyan normalmente se pueden aplicar métodos no
paramétricos a la prueba de hip6tesis como la prueba de correlacion de rangos.

EJEMPLOS
4. Por parte de una compafiia de seguros se desea determinar la relacion entre los afios de experiencia
en ventas de sus vendedores y su volumen de ventas. Se selecciona una muestra aleatoria de nueve

vendedores y se encuentra que sus anos de experiencia (X) y ventas anuales actuales (Y) son los
siguientes:
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X 123 45 6 7 8 9
Y 213 43 5 6 7 5(en$100000)

a. Obténgase el coeficiente de correlacion r.
b. Pruébese la hipétesis de que el coeficiente de correlacién de la poblacion pes cero con o = 0.05.

SOLUCION

a) La siguiente tabla muestra los calculos requeridos para determinar las sumatorias que permiten
determinar el coeficiente de correlacion

X Y XZ Y? XY
1 2 1 4 2
2 1 4 1 2
3 3 9 9 9
4 4 16 16 16
5 3 25 9 15
6 5 36 25 30
7 6 49 36 42
8 7 64 49 56
9 5 81 25 45

| > 45 36 285 174 217

ny XY -> XY, 9(217) — (45)(36)

=0.8721

(S iy -(Sn) ess) -9 o7 -Go

b) La prueba de hipdtesis del problema se plantea como H,: p =0 Hi: p #0

El estadistico de prueba es

T=r""2 _0g721 | 272 _47153
-7 1-(0.8721)

El cual tiene una distribucién como T-student con v =n-2 =9 — 2 =7 grados de libertad.

El planteamiento de la Hipotesis conduce a una prueba de dos colas, como o = 0.05 entonces
Ta/2‘7 =2.365

Comparando el valor critico con el estadistico de prueba se tiene que T > Ty, 7 (4.7153 >2.365).

Se rechaza H,, si hay correlacion

Distribucion T-Student

T W2 T 2.365 T=4.7153

Region de aceptacion Region de rechazo
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5. Se realiza un experimento para determinar la relacion entre la precipitacion pluvial y el rendimiento del
trigo. Supdngase que se obtienen los siguientes datos.

Precipitacién pluvial en pulgadas: X1

2 3 45 6 8 9
Rendimiento de trigo en bushel: Y13 255 7 9 8

o N

5
4
a. Ajustese una recta de minimos cuadrados a los datos con X como variable independiente y grafiquese
después la recta sobre un diagrama de dispersion.

b. Estimese el rendimiento de trigo si la precipitacién pluvial es de 10 pulg.

c. Obténgase el coeficiente de correlacion r.

d. Pruébese la hipétesis nula de que no existe relacion entre la precipitacion pluvial y el rendimiento del
trigo, con o = 0.05.

SOLUCION

a) La siguiente tabla muestra los calculos requeridos para determinar las sumatorias

X Y XY Xz Y?
1 1 1 1 1
2 3 6 4 9
3 2 6 9 4
4 5 20 16 25
5 5 25 25 25
5 4 20 25 16
6 7 42 36 49
7 6 42 49 36
8 9 72 64 81
9 8 72 81 64
[ = 50 50 306 310 310

Evaluando en las expresiones para calcular m y b

XX Y= X DY, (10)306)-(SOXS0) _ y gas
ny x> x,f (10)310)-(50)"

D .0 A 1. AL COSED CONN

ny x7 - x,f (6)28)—(12)

Asi se tiene la recta de regresion y =0.9333x+0.3333, la grafica siguiente muestra el diagrama de
dispersion y la recta de regresion.

b) Evaluado en la ecuacion de regresion el valor de x = 10 pulg se obtiene
y =(0.9333)(10)+0.3333 =9.6667 bushel:

c) El coeficiente de correlacién es

WYX Y-S XY, _ (10)(306)—(50)(50) - 0.9333

= =

X x-S X P v -(Xy) - /10)310)-(50) /(10)(310) (50)°

177



APUNTES DE ESTADISTICA GONZALO GALVEZ COYT

.~
2 7 /
/

1 2 3 4

5
X

Diagrama de dispersién y recta de minimos cuadrados del problema
d) La prueba de hipotesis del problema se plantea como H,: p =0 Hi: p =20

El estadistico de prueba es

T=r "2 00333 | 072 7353
- 1-(0.9333)

El cual tiene una distribucién como T-student con v =n-2 =10 — 2 = 8 grados de libertad.

El planteamiento de la Hipotesis conduce a una prueba de dos colas, como o = 0.05 entonces
Tq/2’7 =2.306

Comparando el valor critico con el estadistico de prueba se tiene que T > Ty (7.3532>2.306).

Se rechaza H,, si hay correlacion

T=7.3532

v

Region de aceptacion Region de rechazo
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