CAPITULO I
Estadistica Descriptiva

Marfa Margarita Olivares M.
Abril 2004

1 INTRODUCCION:

Si estamos interesados en conocer alguna caracteristica de una poblacién (6
conjunto de individuos u objetos) acerca de la que se quiere saber algin as-
pecto claramente definido, lo més completo seria estudiar la poblacién entera.
Pero este procedimiento requiere mucho tiempo y resulta muy costoso, asf que
normalmente nos conformamos con el conocimiento parcial de la poblacién
6 muestra, que elegida adecuadamente sea representativa de ésta.

El objetivo de la estadistica es hacer inferencia ( ¢ tomar decisiones ¢
hacer predicciones) acerca de una poblacién, basdndose en la informacién
contenida en una muestra. Es decir, integrando el célculo de probabilidades
(que nace en el siglo XVII como teoria matemética de los juegos de azar)
y la Estadistica Descriptiva o ciencia del estado, del latin Status, que es-
tudia la descripcién de datos y tiene raices mds antiguas, se obtiene una
ciencia (Estadistica Matemética) que estudia c6mo obtener conclusiones de
la investigacion empirica mediante el uso de modelos matematicos.

La estadistica actiia como puente entre los modelos matemdaticos y los
fenémenos reales. Un modelo matemdtico es una abstraccion simplificada
de una realidad mdas compleja y siempre existira cierta discrepancia entre
lo observado y lo previsto por el modelo. La Estadistica nos proporciona
un método para evaluar estas discrepancias entre la realidad y la teorfa. Su
estudio es béasico para todos aquellos que quieran trabajar en ciencia aplicada
(economia, sociolagia, etc.).

En nuestra era cada aspecto de la actividad humana es medido e inter-
pretado en términos estadisticos. El conocimiento béasico de los métodos



estadisticos nos permitird participar en los argumentos piiblicos basados en
cifras y datos por lo que es un buen antidoto ante posibles manipulaciones.
Hay cinco elementos fundamentales en todo problema estadistico:

1. Definir claramente la pregunta que se desea responder acerca de la
poblacién.

2. Procedimiento de muestreo 6 diseno del experimento.
3. Recoleccién y andlisis de datos.
4. Hacer inferencia acerca de la poblacién mediante una probabilidad.

5. Confiabilidad de la inferencia 6 bondad del ajuste.

Cuando planteamos con claridad la pregunta que queremos responder
acerca de la poblacién, procedemos a la recoleccién de datos numéricos rela-
cionados con el estudio que queremos hacer.

2 Estadistica Descriptiva e Inferencia:

Una vez obtenido los datos debemos organizarlos, lo que se hace siguiendo
ciertos métodos que constituyen la “Estadistica Descriptiva”. Los métodos
comtnmente usados son de tres tipos: Métodos de Tabulacién, Métodos
Gréficos y Métodos Numéricos.

Los primeros de ellos se constituyen a partir de la elaboracién de tablas
que incluyen los datos numéricos. Los métodos graficos exigen la elaboracion
de gréficos, entre los cuales los méas usados son los de barras, los circulares e
histogramas. Los métodos numéricos consisten en obtener ciertas relaciones
cuantitativas a partir de los datos.

Una vez realizado el estudio de los datos mediante los métodos de la Es-
tadistica Descriptiva, se trata entonces de inferir o sacar conclusiones sobre
algunos aspectos de la poblacién, que generalmente se refiere a la confirma-
cién de alguna hipdétesis, (prueba de hipdtesis) o a la estimacién de algin
promedio numérico u otras caracteristicas de la poblacién (estimacién de
pardmetros). Esta parte constituye lo que se conoce con el nombre de Es-
tadistica Inferencial o Inferencia Estadistica.



El siguiente diagrama resume lo expuesto anteriormente:

Métodos de Tabulacion
Descriptiva ¢ Métodos Griéficos
Estadistica Métodos Numéricos
Inferencia{ Estimacion de pardmetros
Pruebas de Hipétesis.

3 CONCEPTOS BASICOS.

3.1 Estadistica Descriptiva: Una Variable

Supongamos que tenemos una fuente de material radioactivo que emite particu-
las Alfa («) y que definimos la variable aleatoria X como el nimero de
particulas observadas en una pantalla, en un intervalo de tiempo t. Bajo
ciertas hipétesis que idealizan el experimento, X tiene una distribucién de
Poisson de parametro At.

Si queremos calcular, por ejemplo, la probabilidad de que X sea mayor
que 10 u otras caracteristicas asociadas con la distribucién tales como la
esperanza, la varianza, etc., la respuesta dependerd del pardmetro A y del
intervalo de tiempo ¢.

Para buscar un valor numérico de A, dejamos el mundo de los modelos
matemadticos tedricos y entramos en el mundo de las observaciones, es decir,
observamos la emisién de particulas, obtenemos algunos valores numéricos de
X y luego los utilizamos de alguna manera, a fin de obtener una informacién
atinada del pardmetro \.

En general, un material estadistico que consiste en cierto nidmero de
observaciones

L1y, X2y, IN

de una variable aleatoria X, dado en la forma original, en la que los N re-
sultados aparecen en el orden en que se han observado, es muy dificil de
examinar y por lo tanto no es adecuado para darnos informacién acerca de
la variable X investigada.

El propésito de la Estadistica Descriptiva es reemplazar el material ob-
servado por cantidades relativamente pocas en nimero, que representen el
material total 6 en otras palabras, que contenga tanta informacién como sea
posible respecto a la variable X.



Tipos de variables:
Los tipos de variables que consideraremos, son:

1. Variables cualitativas o atributos: no toman valores numéricos y de-
scriben cualidades. Por ejemplo, clasificar una pieza como aceptable o
defectuosa.

2. Variables cuantitativas discretas: toman sélo valores enteros, en muchos
casos se limita a contar el mimero de veces que ocurre un suceso. Por
ejemplo, nimero de compras de un producto en un mes.

3. Variables cuantitativas continuas: toman valores en un intervalo, cor-
responde a medir magnitudes continuas. Por ejemplo, tiempo entre la
llegada de dos autobuses.

3.1.1 MUESTRA OBSERVADA:

Sea X una variable aleatoria asociada a cierto experimento. Si realizamos N
veces el experimento, de manera independiente y bajo las mismas condiciones,
obtendremos N valores numéricos, en caso de variables cuantitativas:

Z1, T2, ;TN

correspondientes a la variable aleatoria X. A estos resultados obtenidos se les
llama muestra observada.

Cuando esta muestra no se somete a ninguna ordenacién especial, se le
denomina muestra bruta.

3.1.2 RECOPILACION DE DATOS: Tablas de Frecuencias.

Los valores observados se suelen registrar en una lista. Si el niimero de obser-
vaciones no excede 20 o 30, por ejemplo, es posible darse una idea aproximada
de la distribucién, simplemente mediante la ordenacién de los valores obser-
vados, escribiéndolos en una tabla, en orden creciente de magnitud. Con
estos datos podemos hacer representaciones gréficas y calcular determinadas
caracteristicas numéricas.

Si el conjunto de datos es muy grande, resulta laborioso trabajar direc-
tamente con los valores individuales observados y entonces se lleva a cabo
algin tipo de agrupacién, como paso preliminar, antes de iniciar un nuevo
tratamiento de los datos.



El procedimiento de agrupacién es diferente segin la variable aleatoria
sea discreta o continua.

La presentacién de los datos en forma agrupada implica alguna pérdida
de informacién, pero permite apreciar mejor sus caracteristicas.

Este agrupamiento se hace mediante las llamadas tablas de frecuencias.
En la tablas de frecuencias, en lugar de mostrar individualmente todos los
datos, se informa solamente cudntos de ellos estan comprendidos entre de-
terminados valores, llamados limites de clase. Las clases son intervalos cuyos
extremos son los limites de clase. Generalmente las clases se escogen de igual
longitud.

Una regla empirica que se suele aplicar consiste en escoger los intervalos
de clase de tal forma que no haya menos de 10 ni mds de 20 clases diferentes.

Veamos cémo se lleva a cabo la agrupacion en cada uno de los casos:

1. Caso Discreto:

En este caso resulta conveniente hacer una tabla cuya primera columna
contenga todos los valores observados y la segunda contenga la fre-
cuencia con que han aparecido dichos valores o frecuencias absolutas.
También se suele anadir una tercera columna que contiene la frecuencia
relativa de los datos observados, a saber, la razén entre la frecuencia
absoluta y el nimero total de observaciones.

Este tipo de agrupacién se utiliza cuando el nimero total de valores
observados no es muy grande, en caso contrario, en lugar de asignar una
clase a cada valor observado, podemos considerar clases que contengan
varias observaciones.

Ejemplo: se cuenta el niimero de glébulos rojos en cada uno de los
169 compartimientos de un hemocitémetro. Cada uno de los compar-
timientos representa una observacién y el mimero de glébulos rojos
en cada una de ellos es el valor observado correspondiente. De dicha



observacion se obtiene la siguiente tabla de frecuencias:

N° de Globulos rojos Frecuencia Absoluta Frecuencia Relativa

: ;, b
1%39
6 5 i
7 8 =
8 13 %
9 14 =
10 15 el
11 15 L3
12 21 %
13 18 =
14 17 =
15 16 fg%
16 9 e
17 6 i
18 3 i
19 2 =
20 2 =
21 1 =
Total 169 1

Con esta informacién podemos hacer un gréfico por medio del llamado
Histograma, que en este caso se elabora levantando una linea o barra
sobre cada clase, de altura proporcional a la frecuencia correspondiente
o a la frecuencia relativa.

. Caso Continuo:

En el caso en que la variable aleatoria investigada es continua, la agru-
pacién es algo mds complicada, sin embargo, en general, se procede de
la siguiente manera: se toma un intervalo adecuado de la recta real
que contenga los N valores observados y se divide dicho intervalo en
un cierto nimero de intervalos de clase.

Todas las observaciones que caen en una misma clase se agrupan y se
cuentan, el nimero resultante es la frecuencia de clase correspondiente
a dicho intervalo y después se procede a tabular. Para proceder a la
eleccion de los limites de clase debemos conocer la “exactitud” de los



datos originales. Cuando la tabla de frecuencia ya ha sido elaborada
debe ir acompanada de la exactitud de los datos.

Tlustraremos el procedimiento mediante algunos ejemplos:

(a) Se preparan, con la misma mezcla setenta cilindros de concreto y
se mide la resistencia a la compresién de cada uno de ellos. Los
resultados originales o muestra bruta estdn dados con cuatro cifras
enteras. La siguiente tabla representa la muestra bruta:

2860 3052 2940 3128 2865 3125 2881
2950 2911 2883 3027 2872 2942 3042
3128 2965 3109 2886 3045 3238 2965
3300 3193 2865 3298 2932 2782 3201
2961 2832 2950 3059 3052 3017 3001
3045 2944 3038 2968 2953 2998 3275
3185 3003 3317 2875 2820 2808 2973
2857 2903 2910 2957 2891 2899 2884
3015 3061 3097 3085 2975 3072 3115
3073 3169 3133 3152 3102 3251 2702

Procedamos a tabular estos resultados en una tabla de frecuencias:
La diferencia entre el maximo y el minimo valor observado es

3317 — 2702 = 615

(esta diferencia se llama rango de la muestra). Vamos a construir
una tabla de once clases (615/11 ~ 60) , esta decisién es un tanto
arbitraria, la longitud comiin de cada clase serd de 60 unidades.
Nuestro primer impulso serfa tomar como clases los siguientes in-
tervalos:

(2700, 2760)
(2760, 2820)
(2820, 2880) , etc.

pero tomando los limites de esta manera, no sabriamos en qué
clase incluir los valores que coinciden con los limites de dichos
intervalos, como por ejemplo 2820. Para evitar este tipo de am-
bigiiedad podriamos tomar los siguientes intervalos:

(2700, 2759)
(2760, 2819)
(2820, 2879) , etc.
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con esta eleccién, dejamos un hueco entre 2759 y 2760, etc., pero
por la precisién de los datos sabemos que allf no hay observaciones,
sin embargo, es preferible elegir como limites exactos de cada clase
los puntos correspondientes a medias unidades de la iltima cifra
significativa de los limites anteriores, es decir:

(2699.5,2759.5)
(2759.5, 2819.5)
(2819.5,2879.5), etc.

en este caso estamos seguros de que ninguna observacién caerd en
un limite de clase.

Clase Frecuencia Absoluta Frecuencia relativa
(2699.5,2759.5) 1 7—10 ~ (,0143
(2759.5,2819.5) 2 = ~0,0286
(2819.5,2879.5) 7 + ~0,1000
(2879.5,29539.5) 11 i ~ 0, 1571
(2939.5,2999.5) 14 % ~ (), 2000
(2999.5,3059.5) 12 % ~(0,1714
(3059.5,3119.5) 8 % ~(,1143
(3119.5,3179.5) 6 % ~ 0,0857
(3179.5,3239.5) 4 % ~ 0,0571
(3239.5,3299.5) 3 % ~ (), 0429
(3299.5,3359.5) 2 % ~ (), 0286
Total 70 1,0000

Esta informacion puede ser representada graficamente mediante
un histograma, levantando sobre cada clase un rectdngulo de al-
tura proporcional a la frecuencia correspondiente o alternativa-
mente a la frecuencia relativa. Sise unen con segmentos las alturas
de los rectdngulos que constituyen el histograma, en las correspon-
dientes marcas de clase, se obtiene una poligonal denominada poli-
gono de frecuencias, el cual puede suavizarse mediante una curva
suave.

Se determina el porcentaje de ceniza en una muestra de carbon,
extraida de 250 vagones diferentes. Los datos originales son exac-
tos hasta la segunda cifra decimal, representados en la siguiente



tabla de frecuencias:

Clase(% de ceniza) Frecuencia Absoluta Frecuencia Relativa

(9,9.99) 1 @
(10,10.99) 3 20
(11,11.99) 3 2
(12, 12.99) 9 55
(13,13.99) 13 =
(14,14.99) 27 =
(15,15.99) 28 =
(16,16.99) 39 =
(17,17.99) 42 =
(18, 18.99) 34 =
(19, 19.99) 19 =
(20, 20.99) 14 =5
(21,21.99) 10 >
(22,22.99) 4 %
(23,23.99) 3 20
(24,24.99) 0 555 =0
(25,25.99) 1 ==
Total 250 1

Los datos se agrupan tal como aparecen en la tabla de forma que,
por ejemplo, el intervalo de clase (14,14.99) contenga todas las
observaciones registradas con valor de 14 a 14.99, ambos inclusive.

Al agrupar los datos originales, si registramos una observacién, por
ejemplo, 14.27 con dos cifras decimales exactas, el valor realmente
observado se encuentra entre 14.265 y 14.275. Los limites exactos
de este intervalo de clase son 13.995 y 14.995. Si los datos hubiesen
sido dados con una cifra decimal exacta, los intervalos de clase
serfan de la forma (14.0,14.9) con limites exactos 13.95 y 14.95.

Cuando se utilizan los datos ya agrupados, para los célculos, se
supone que todas las observaciones que pertenecen a una clase
dada, estdn situadas en el punto medio de dicha clase. Al hacer
esta aproximacion, se introduce un error que evidentemente se
puede hacer tan pequeno como queramos, tomando los intervalos
de clase suficientemente pequenos y reduciendo asf la pérdida de
informacién debida a la agrupacién. Sin embargo ésto aumenta el



largo de la tabla y nos hace perder algo de simplificacién que es la
razén de la agrupacién. Como regla préctica se acostumbra tener
un nimero de clases entre 10 y 20.

3.1.3 FRECUENCIAS ACUMULADAS.

La frecuencia absoluta acumulada es el nimero de observaciones menores
o iguales a una cierta cantidad dada. El cociente entre frecuencia absoluta
acumulada y el niimero de observaciones, es la frecuencia relativa acumulada.

3.1.4 EJEMPLO:

Consideremos la siguiente tabla de frecuencias:

Clases Frecuencias Absolutas Frecuencias Relativas
(100,109.5) 2 2
(110,119.5) 1 %
(120,129.5) 6 =
(130,139.5) 4 =
(140,149.5) 6 =
(150,159.5) 4 =
(160,169.5) 0 2 =0
(170,179.5) 1 =
(180,189.5) 1 =
(190,199.5) 0 0
(200,209.5) 1 =
Total 26 1
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A partir de ella construimos la tabla de frecuencias acumuladas:

Observaciones < x  Frec. Absol. Acumulada Frec. Rel. Acumulada

100 0 0
110 2 =
120 3 =
130 9 2%
140 13 ;—g
150 19 ;—g
160 23 =
170 23 4
180 24 %
190 25 o
200 25 g—g
210 26 =1

El gréfico resulta ser escalonado y creciente. Esta informacién se suele rep-
resentar mediante las ojivas que son curvas equivalentes a poligonos de fre-
cuencias acumuladas, suavizado.

3.1.5 METODOS GRAFICOS.

Para representar gréficamente los datos, existen, ademds del histograma,
otros tipos de gréficos, tales como gréficos de sectores circulares, graficos de
barras, graficos de lineas, pictogramas, poligonos de frecuencia u ojiva.

3.2 DESCRIPCION NUMERICA DE DATOS.

Corresponde a medidas de centralizacién o dispersién, estos nimeros ayudan
a completar la informacién obtenida mediante las tabulaciones y graficos.
Las medidas de centralizacién més usuales son: la media o promedio, la
moda y la mediana.
Las medidas de dispersién més usuales son el rango, la varianza y la
desviacion estdndar.

3.2.1 MEDIA OBSERVADA O PROMEDIO:

Se llama media observada de una muestra al promedio aritmético de las
observaciones, es decir, si xq, 29, , T, son las observaciones individuales,
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la media observada sera:
N
_ 1
=1

Esta férmula sélo es aplicable cuando se ha conservado la muestra bruta.
Si hemos perdido los datos originales y disponemos solamente de una tabla
de frecuencias, identificamos todos las observaciones correspondientes a una
clase con un valor tnico, denominado marca de clase,(en general se toma
como marca de clase el punto medio del intervalo de clase); es decir, si y;
es la marca de de la i—ésima clase, f; la frecuencia de esta clase y ¢, = %
la frecuencia relativa de esta clase, podemos calcular la media observada

mediante la féormula:

| M M
T = N Zyz'fi = Zyi¢i‘
=1 =1

donde M es el nimero de clases. Para simplificar los cédlculos, puesto que
de todas formas se trata de una aproximacion, es permisible, cuando se han
adoptado intervalos disjuntos, hacer coincidir los limites adyacentes. Por

ejemplo, en los intervalos
(2700, 2759)
(2760, 2819)

podemos tomar como maraca de clase

2700 + 2760

= 2730
2
en lugar de
2 2
M = 92729.5

3.2.2 VARIANZA Y DESVIACION ESTANDAR OBSERVADA.

Se llama varianza observada de una muestra x1,xs, - ,x, al valor

12



Algunas veces se prefiere trabajar con la varianza centrada, (como veremos
més adelante tiene buenas propiedades), definida como

1 al 2

Note que
N -1
s? = sf

ast, si N — oo, 52 = 52,

La desviacién estdndar observada es s y la centrada es s;. Cuando no
disponemos de la muestra bruta y en su lugar contamos con la tabla de
frecuencias, calculamos las varianzas de manera andloga al caso de la media,
mediante las férmulas:

donde M es el niimero de clases. La varianza y la desviacién estdndar miden
el grado de dispersién de los datos alrededor de la media.

Para el cédlculo de la varianza y la desviacion estandar las siguientes for-
mulas son ttiles, éstas se obtienen facilmente y se dejan como ejercicio:

9 2
i=1

2 1 SR 2
Slzm ZSL‘Z—NZ'

=1

z|=

Propiedad de la Distribucién Normal Estandar: Si Z tiene distribu-
cién N(0,1),
P(-1<Z<1)=0.6826

es decir, el 68,26% de las observaciones caen en el intervalo (—1,1) ,de man-
era andloga se tiene que el 95,44% de las observaciones caen en el intervalo
(—2,2)y el 99, 74% de las observaciones caen en el intervalo (—3,3).

Si la distribucién de X es N(u, o), se obtiene que el 68,26% de las obser-
vaciones caen en el intervalo (u — o, u+ o) ,el 95,44% de las observaciones

13



caen en el intervalo (u — 20, u + 20) y el 99,74% de las observaciones caen
en el intervalo (u — 30, + 30) .

De esta propiedad se obtiene la llamada regla empirica que se verifica
en los casos en que el histograma correspondiente a las observaciones tiene
forma de campana:

La Regla Empirica:

Dada una distribuciéon de observaciones que es aproximadamente acam-
panada, el intervalo

1. (u — o, + o) contiene aproximadamente el 68% de las observaciones
2. (u — 20, p + 20) contiene aproximadamente el 95% de las observaciones

3. (u — 30, u+ 30) contiene casi todas las observaciones.

EJEMPLOS:

1. Si obsevamos la tabla de datos correspondiente a la medida de la re-
sistencia a la compresién de 70 cilindros de concreto, obtendremos:

z = 3010, 8857
s =133,84112
s1 = 134,80794

Z es una buena medida de la media o centro de los datos ya que 37
observaciones son menores que = y 33 mayores. En el intervalo

(z — 5,2 + s) = (2887, 04458; 3144, 72682)

se encuentran 44 observaciones de las 70 observadas. En este caso = y
s describen los datos adecuadamente.

2. La siguiente tabla o muestra bruta , representa el ingreso anual en miles
de ddlares de 42 familias en un pueblo de E.E.U.U. (1977).

1,2 170 232 360 74,7 1522 19,6
293 82 206 20,1 88 10,7 26,0
11,6 394 1574 103 162 1002 37,7
14,5 151,2 10,1 92,3 7,7 476 29,0
26,8 82 258 80 194 212 150,1
28,1 17,8 268 17,8 19,3 372 134
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En la siguiente tabla de frecuencia correspondiente a esta muestra, se
observa enseguida que el comportamiento de los datos es mucho maés
erratico que en la tabla anterior:

Clases($) Frecuencia Absoluta Frecuencia Relativa
(100, 10000) 6 2 =1/7=0,1429
(10000,20000) 13 13/42 = 0,3095
(20000, 30000) 11 11/42 = 0,2619
(30000, 50000) 5 5/42 = 0,1190
(50000, 160000) 7 7/42 =0, 1667

Si se representan estos datos en un histograma de frecuencias obser-
vardn que no es simétrico alrededor de ningin punto ya que tiene una
cola larga hacia la derecha ( sesgado hacia la derecha). Para estos datos

T = 37,28%
s =41,35

este promedio no es un valor particularmente tipico, de hecho, 32 de
los 42 datos son menores que T y s6lo 10 son mayores, es decir, & no
es una buena medida de centramiento; el histograma tiene este gran
sesgo a la derecha, ( empuje del promedio a la derecha) de tal manera
que 75% de las observaciones quedan a la izquierda del promedio. La
diferencia grande entre los datos ejerce una gran influencia en el valor
del promedio y lo hacen tener un valor no centrado, al igual que hace
crecer la desviacién estdandar.

En resumen, para datos fuertemente sesgados (a la derecha o a la
izquierda) Z, s 6 s; pueden no ser los pardmetros que describan el cen-
tro y dispersién de los datos, en este caso es conveniente definir otras
medidas de centramiento.

3.2.3 RANGO DE LA MUESTRA.
Si

L1,T2, X3, , TN
una muestra observada, definimos el rango de esta muestra como la

diferencia entre la mayor y la menor de las observaciones:

R = max x; — min x;
1<i<N 1<i<N
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3.2.4 Coeficiente de Variacién o coeficiente de dispersién de la
muestra:

El coeficiente de dispersién de la muestra observada expresa la magnitud de
la dispersién con respecto a su media:

. S1
o altenativamente —
T

K ®»

3.2.5 Momentos de orden n de una muestra observada:

Si

T1,T2,T3, " , TN

una muestra observada, definimos el momento de orden n de esta mues-
tra como:

1 N

y is disponemos unicamentede la tabla de frecuencias:

LM M
M, = NZfi (yi—f)HZZCbi (i —2)"
i=1 i=1

donde M es el nimero de clases, f; es la frecuencia absoluta y ¢, la frecuencia
relativa de la clase 3.

3.2.6 Moda de la Muestra Observada.
Si

T1,T2,T3, " , TN

una muestra observada, llamamos moda de la muestra al valor que se
presenta con mayor frecuencia. Si disponemos solamente de una tabla de
frecuencias, tomaremos como moda el punto medio del intervalo de clase de
mayor frecuencia.

3.2.7 Mediana de la Muestra Observada.
Si

T1,22,X3, " , TN
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una muestra observada, representamos por
L(1), L(2), L(3), """ 5 T(N)
el mismo conjunto de datos ordenados de mayor a menor, es decir:
1) STe) SwE) < STy

Una nueva medida del centro del conjunto de datos estd dada por la mediana
m que es el valor central o promedio de los valores centrales de la muestra
ordenada, es decir:

2
X X
8y +% &+

2

TNl si N es impar
m =
si IV es par

Si ordenamos la tabla de sueldos del ejemplo anterior, de menor a mayor,
como n = 42,
Z(21) +2(22) 20,6 + 21,2
m = =
2 2

m es una mejor medida del centro de los datos cuando estos son sesgados
hacia un lado, m tiene la propiedad de que practicamente la mitad de los
datos estd por debajo de m y la mitad por encima, de modo que en este
sentido es una buena representacion del centro.

Geométricamente, la mediana es el valor de la abcisa que corresponde
a la vertical que divide el drea encerrada por un histograma en dos partes
iguales.

OBSERVACION: La mediana de una variable aleatoria X es el punto
x € Rtal que

=20,9

IP’(X>x):IP’(X§:c):%.

Cuando los datos estan agrupados en una tabla de frecuencias, podemos cal-
cular aproximadamente la mediana de la muestra observada mediante un
método que describiremos a continuacién (éste no es el tinico método, dis-
tintos métodos nos llevan a resultados diferentes, pero todos son valores
aproximados de la mediana): Sea N el niumero de observaciones

1. Elegimos un intervalo de clase [eg, e,11] tale que

k-1 N & N
;fiﬁ 77;fi> 5}

donde f; representa la frecuencia del intervalo [e, ex11] -
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2. Supondremos que las observaciones que caen en el intervalo [eg, e 1] , estan
uniformemente distribuidas en dicho intervalo, es decir, si f; es el
nimero de observaciones en dicho intervalo y lo subdividimos en f; subintervalos

de igual longitud
Ck+1 — Ck

Jr

supondremos que en cada subdivisién hay una sola observacion:

Ly =

(a) Si N es impar nos gustaria aproximar la mediana por la obser-

vacién que ocupa el lugar & +1 , cuando la muestra bruta se ordena
k-1

de menor a mayor, entonces anadimos a »_ f; la cantidad que
i=1

N+l g decir, hallamos kg tal que

falta para obtener =5

Zfz+k0 N+1

Por definicién de [eg, exy1], 1 < ko < fk, entonces aproximamos

la observacién & +1 por un nimero en el intervalo
€k+1 — €k €r+1 — €k
en+ (ko — 1) cep + kg%
Ji [

(b) Si N es par aproximamos la mediana por la observacién que ocupa
el lugar % + 1, cuando la muestra bruta se ordena de menor a
mayor,para ello elegimos kg tal que

k—1
N
Z fi+ko= ? +1
i=1
Por definicién de [eg, exi1], 1 < ko < fk, entonces aproximamos

la mediana por un mimero en el intervalo

€k4+1 — €k er Lk €k+1 — €k

o TR

Podriamos tambien aproximar la mediana por el valor

lek + (ko — 1)

Ty + T (X 1)
2

€k+1 — €k

et (h—1)=p
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Observe que

E+1_ %+1,siNespar
2 ~ | 952, si Nes impar

donde [z] es parte entera de z.

EJEMPLO: Calculemos la mediana correspondiente a la tabla de frecuen-
cias que describe el porcentaje de ceniza en una muestra de carbén:

N = 250,% =125

Para hallar £ tal que

N

-1

fi <

1

k
N N
— =125 ;> — =125

]

acudimos a la tabla y sumamos las frecuencias de los intervalos de clase
comenzando por el primero:

N N
1+3+3+9+13+27+28+39:123<5,123+42:165>5:125

Luego, el intervalo donde se encuentra la mediana es (17,17.99), para sim-
plificar los cdlculos podemos considerar los limites exactos del intervalo, es
decir, (16.99,17.99) cuya longitud es 1 :

€Cp+1 — € = 1,fk :42,6k = 16.99,]{:9

k—1
fitko=123+ko =5 +1=126,k =3

=1

K3

La mediana se encuentra en el intervalo

2 3 N
(16.99 +4516.99 + E) ,m 2 17.05

3.2.8 PERCENTILES:

Como extensién de la idea de mediana ( que divide los datos en dos partes
iguales) podriamos pensar en aquellos valores que dividen a los datos en
cuatro partes iguales aproximadamente, representados por Q);,7 = 1,2, 3; los
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cuales se llaman primero, segundo tercer cuartil, respectivamente, claramente
()2 es la mediana.

Si denotamos por ()1 = xg.25, Q2 = To.50, @3 = To.75 la notacién nos dice el
significado de cada uno de ellos, asi, x.25 es un valor tal que aproximadamente
el 25% de las observaciones estdn a su izquierda, similarmente para los otros
Casos.

Anédlogamente, los valores que dividen los datos en diez partes iguales se
llaman deciles:

Dy = x0.10, D2 = 020, - , Dy = Zp.90-

En algunas aplicaciones, especialmente cuando hay una gran cantidad de
datos, es preferible usar percentiles (divisién de datos en cien partes iguales).
El percentil P, o percentil p—ésimoes el centil de p% y representa un niimero
tomado entre las observaciones, ordenadas de menor a mayor tal que p% de
la muestra estd a la izquierda y el (100 — p)% estd a la derecha.

Para hallar P, procedemos de manera anédloga al caso de la mediana:

1. Si disponemos de la muestra bruta ordenada en orden creciente, podemos
calcular el centil de p% directamente: sea N el niimero de observaciones
(en el caso de la mediana p = 50), el centil p es el dato tal que la can-
tidad de datos que estan debajo de él es

PN
100

si esta cantidad es un entero, aproximamos

Po = (g 41)

o el punto medio de entre los valores T(pN)Y T2 1) (como lo hicimos
100 100

en el caso de la mediana). Si esa cantidad no es un entero tomamos

N .
parte entera de 71’—00 + 1 y aproximamos

E(E)

2. Si no disponemos de la muestra bruta y contamos con la tabla de fre-
cuencias, podemos proceder de la siguiente manera:
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(a) Elegimos un intervalo de clase [eg, ex41] tale que

k—1 k

pN pN
g i S T, E P> T
— J 100 — J 100

donde f; representa la frecuencia del intervalo [eg, ey1] -

(b) Supondremos que las observaciones que caen en el intervalo [e, ex11] , estan
uniformemente distribuidas en dicho intervalo, es decir, si f; es el
nimero de observaciones en dicho intervalo y lo subdividimos en
fr subintervalos de igual longitud

[, = Gkt Tk
= —
i

supondremos que en cada subdivisién hay una sola observacion.

(¢) Calculamos kg tal que

k—1
pN
k= |2 11
2;ﬂ+% lm0+]

entonces, elegimos P, en el intervalo

(6k + (ko — 1)—€k+lf_ Ch , Ck + ko—ek+}_ h )
k k

EJEMPLO: Las notas obtenidas por 1350 estudiantes en los exdmenes
de ingreso a la Universidad (en base a 100 puntos), en cierto ano, aparece
agrupado en la siguiente tabla de frecuencias:

Clases Frecuencias

(0, 10) 2
(11,20) 15
(21,30) 75
(31,40) 150
(41,50) 302
(51,60) 352
(61,70) 287
(71,80) 120
(81,90) 42
(91,100) 5
Total 1350
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Calculo de la Moda: el intervalo donde hay mds observaciones es (51, 60) , tomamos
como moda el valor

60 + 51
2

Célculo de la mediana: N = 1350, % =675, 5 + 1 = 676 :

= 955.9

2+ 15+ 75+ 150 4+ 302 = 544 < & =675
544 + 352 = 896 > 675,k = 6

Consideramos el intervalo de clase [51, 60] , para facilitar los cdlculos tomamos
en su lugar el intervalo [50, 60] de longitud 10

ex+1 — ex = 10, fo = 352,
k-1

fi+ ko =544+ ko= +1 =676,k = 132
=1

(2

La mediana estara en el intervalo

(ek + (ko — 1)6’”}—;6’“, ex + k:oe’““f—’:e’“> — (53.72,53.75)

Si queremos aproximarla por un valor numérico, podemos tomar el punto
medio del intervalo, a saber:

m = 53.73
Célculo del centil 12% :

N. N
Np = 162,22 11 =163

2+ 15+ 75=92 <162
92 + 150 > 162,k = 4.

Tomamos el intervalo de clase: [e, 1] = [30,40], ko = 163 — 92 = 71. El
centil de 12% se encuentra en el intervalo (34.66,34.73) y podemos elegir

Py =34.70

es decir, que el 12% de las observaciones se hallan a la izquierda de 34.70.
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3.3 Estadistica Descriptiva (Dos Variables): Minimos
Cuadrados.

En muchos problemas obtenemos datos pareados (z;, y;), no conocemos la dis-

tribucién conjunta de las variables aleatorias correspondientes y al graficar

estos datos tenemos la impresién de que una recta podria ser un buen ajuste

para ellos, aunque los puntos no estén exactamente sobre una recta. Los

problemas de este tipo, suelen manejarse por medio del método de los mini-
mos cuadrados que consiste en hallar la recta

y=axr—+b

que mejor se ajusta a esos datos, para ello debemos calcular los pardmetros
a y b a partir de los datos, es decir:

Si nos dan un conjunto de datos pareados {(x;,vy;);i = 1,2,3,--- ,n},las
estimaciones de minimos cuadrados de los coeficientes a y b son los valores
para los cuales la cantidad:

n

q(a,b) = Z lyi — (a+ bx;))?

i=1

es un minimo. Al diferenciar parcialmente con respecto a a y a by al igualar
estas derivadas parciales a cero, se obtiene:

n

5= (=) X [~ (a+bw)] =0
o =(-2) zn:% lyi — (a+bz;)] =0
que producen el siguiente sistema de ecuaciones:
ﬁ:lyz‘ =an+b Z: T;
ixzyz = aix:-—kbﬁ:lxz?

Al resolver ese sistema de ecuaciones se obtiene:

a=79y—bx
b=z
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donde :

n n n 2
Spe = S —7)? = 3na? — 1 (Zx)
=1 =1 =1
Say = ;(1’1‘ —I)(yi—Yy) = ;xzyz -z (,_1 wz) (; yz)

3.3.1 EJERCICIO:

Consideremos los siguientes datos acerca del niimero de horas de estudio de
10 personas para presentar un examen de inglés y sus calificaciones obtenidas
en base a 100 puntos:

Horas de estudio (z) Calificacién en la prueba (y)

4 31
9 58
10 65
14 73
4 37
7 44
12 60
22 91
1 21
17 84

Grafique los datos y halle la ecuacién de la recta que mejor se ajusta a estos
datos, usando el Método de Minimos Cuadrados.

3.4 Correlacion:

Recuerde que si X e Y son dos variables aleatorias, el coeficiente de cor-
relacién de ellas se define como:

_ Cov(X,Y)
P VVar(z)Var(Y)

este valor estd en el intervalo [—1, 1] y mide en cierto sentido el grado de de-
pendencia lineal entre las variables, si p = £1, con porbabilidad uno, existe
una dependencia lineal perfecta entre las variables. Si las variables son inde-
pendientes p = 0, el reciproco es falso, salvo cuando la distribucién conjunta
de las variables es normal.
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El coeficiente de correlaciéon observado correspondiente a dos muestras
aleatorias de X e Y respectivamente es:

z<x — 2)(yi — 1)
ﬁi@rﬂ%zx%—m2

r =

En la préctica para tener una idea estimada del grado de correlaciéon de dos
variables, se utilizan los llamados diagramas de dispersién 6 nubes de puntos,
que son los puntos correspondientes a los pares (x;,y;) , que representan las
observaciones de ambas variables, representados en un plano cartesiano. Si
r = 0 no existe relacién lineal entre las variables, si r < 0 y cercano a
—1, existe cierta correlacién lineal entre las variables y la mejor recta que
aproxima los datos tiene pendiente negativa ( es decreciente).

4 Funcién de Distribucién Empirica.

Sea (£, F,P) un espacio de probabilidades. Cuando realizamos un experi-
mento el conjunto de resultados de las observaciones sirve de material inicial
para toda investigacion estadistica, en muchos casos corresponden a los val-
ores experimentales {x1, 2, - ,z,} de cierta variable aleatoria X. La dis-
tribucién de esta variable Px(B) = P (X € B), B boreliano de R, en general
se deconoce al menos parcialmente.

Consideremos n repeticiones independientes de la variable aleatoria X, es
decir, X1, ---, X,, es una sucesiéon de variables aleatorias independientes con
la misma dostribucién que X.

Definamos
lsiz e B

I’”(B):{OSixng

si consideramos sobre el conjunto {xy,zs, -+ ,z,} la distribucién uniforme
es decir la probabilidad PP,, definida como

card{i : z; € B}
n

Pa(B) = = (B) =

si en esta definicién escribimos X; en lugar de los resultados de la muestra,
esa expresion serd una variable aleatoria.
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DEFINICION: Sea X una variable aleatoria de funcién de distribucién
F(z), Xy, -, X, es una sucesién de variables aleatorias independientes con
la misma dostribuciéon que X, definamos

card{i : X; <z}

n

1 n
Fo(n) = = 3" Ix, ((—00,]) =
i=1
esta expresién es una variable aleatoria que denominamos funcién de dis-

tribucion empirica. También se puede expresar como

1 — card{i: X; <z
B(a) = -3 T () = )
=1

n

donde
f(-ooa) (Xi) = { 0siX; >z

Teorema 1: Sea X una variable aleatoria de funcién de distribucién F(x), Xy, - - -

es una sucesion de variables aleatorias independientes con la misma distribu-
cién que X,
C.S
F,(z) = F(z),Yx,n — oo

donde c.s significa, casi siempre y explicitamente expresa que la probabilidad
[P del conjunto donde esto no ocurre es cero.

Demostracién

La Ley fuerte de grandes nimeros (Wiebe R. Pestman, Mathematical
Statistics, Walter de Gruyter, Berlin, New York,1998  Teorema VII.2.14) nos
asegura este resultado pues F),(x) es el promedio de n variables aleatorias
independientes de esperanza

B(Fu(z) = B

W <<—oo,x]>] = =S By, (—o0,a]) =

1 < 1 <
“NTP(X <) = =S Fo)=F
n; (X; < x) n; (z) = F(x)
|
Podemos “estimar” la funcién de distribucién F'(x) por medio de la fun-

cién de distribucién empirica, la mayor distancia vertical entre las gréficas de
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las funciones F), y F' esta representada por la expresion sup |F,(z) — F(x)],
zeR
el teorema de Glivenco-Cantelli nos dice que esta expresion tiende a cero

cuando n — oo, para casi todo w € €, es decir, el conjunto donde no hay
convergencia tiene probabilidad cero.

Teorema 2: Sin — oo

sup | F(z) — F(z)] = 0,n — o0
zeR

este resultado se conoce como el Teorema de Glivenko-Cantelli.
Demostracion:
Daremos una demostracién para el caso F' continua.
Sea ¢ > 0 arbitrariamente pequeno de forma tal que el nimero N = %
sea un entero. La continuidad de F' nos permite hallar niimeros tales que

1 k
F(zn) = N:&F(zk):N:kE’kZI’Q’“. N —1;

definimos zp = —o00,2zy =00, asi F(29) =0, F(z2y) =1
Si z € (2, 2zk41) las relaciones siguientes son ciertas

Fo(2) — F(2) < Fu(2k41) — F(28) = Fu(2k1) — F(241) +€
Fo(z) = F(2) > Fu(zk) — F(zr1) > Fa(ze) — F(z) — ¢

Consideremos los siguiente eventos

Ay ={w e Q: F,(z) — F(z),n — oo}

por el teorema 1, P(A;) = 1. Sea A = (J% Ag, también P(A) = 1. Siw € A,
existird n(w) : si n > n(w) =
|Fo(zx) — F(z)| <e,k=0,1,2,--- |N
este resultado junto a las desigualdades anteriores nos asegura que
—2e < Fo(zk) — Fzk) — e < Fo(2) = F(2) < Fu(2k41) = F2k1) +6 < 2¢
de donde
sup |F,(z2) — F(z)| < 2e, sin > n(w)
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con probabilidad uno.

|

Para una demostracién general se puede consultar Kai Lai Chung, A
cours in Probability Theory, Academic Press, capitulo 5, Teorema 5.5.1 o
Wiebe R. Pestman, Mathematical Statistics, Walter de Gruyter, Berlin, New
York,1998, capitulo VII, Teorema VIIL.3.4.
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Estadistica Descriptiva.

1. Los siguientes datos indican el niimero de trabajadores que faltan a una

fabrica en 50 dfas de trabajo:

13 5

8 19 21
3 11 19

11 3

29 12 9

Utilice las seis clases: 0-4, 5-9, 10-14, 15-19, 20-24, 25 6 mayor para
construir una tabla de frecuencias absolutas y relativas.
histograma. Construir la tabla de frecuencias acumuladas. Encontrar
media muestral, desviaciéon estandard, moda, mediana y cuartiles. Se
cumple la regla empirica?

2. Los siguientes datos son lo nimeros de torsiones requeridas para doce
barras cierta aleacion: 33, 24, 39, 48, 26, 35, 38, 54, 23, 34, 29 y 37.

Calcule:

(a) media
(b)
(c)
(d)
)
)

82

la mediana
la moda

(e) los cuartiles.

3. Demuestre que

37
12
6

10
10

n

Estadistica
Practica N° 1

10 16 2 11 6 12
1 7 7 9 16 18
15 10 14 10 7 24
4 6 329 12 7

8§ 20 15 5 17 10

(f) Se cumple la regla empirica?

D (wi—1) =

=1

para una muestra xi, To, - , Tp.

Dibujar el



4. Si los datos se codifican de tal manera que x; = cu; + a, demuestre que

T =Cu-+a, S = CSy

para una muestra pareada x;,zo, - -

y Lpy UL, U2, 5 Up.

5. La efectividad de una nueva técnica para controlar un insecto que afecta
un tipo de cultivo se puede medir contando el nimero de larvas del
insecto halladas en cierta superficie de cultivo. Después de aplicar
la técnica, se contaron las larvas en 40 &dreas, obteniendo los datos

siguientes:
5 0 2 40
14 0 4 19
0 7 42 15
29 26 14 0
3 0 17 35

27
38
39
3

29

3 0 22
2 5 16
0 2 0
27 32 20
12 16 6

(a) Elabore una tabla de frecuencias absolutas y relativas y haga los

histogramas correspondientes.

(b) Calcule las acumuladas absolutas y relativas y haga los histogra-

mas correspondientes.

(c) Se cumple la regla empirica?

(d) En lugar de histogramas haga ahora graficos de linea.

(e) Encontrar media muestral, varianza, desviacién estandard, moda,
mediana y cuartiles de los datos.

6. Después de observar el tiempo de vida de 70 motores, se obtuvieron los

siguientes datos:

Intervalos de anos de funcionamiento Numero de motores

[0,1)

[1,2)

2,31)

3,4)

4 anos o mas

(a) Haga un histograma de frecuencias relativas.

(b) Se cumple la regla empirica?
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(c) En base al histograma de la parte a), qué distribucién sospecha
Ud. que podria tener la variable aleatoria T' =tiempo de vida de
un motor del tipo considerado?

(d) Calcule aproximadamente, la media, desviacién y mediana de es-
tos datos.

7. La evidencia directa de la ley de gravitacién universal de Newton la
obtuvo Henry Cavendish (1731-1810). En el experimento se obtuvo la
densidad ( en el tiempo) de la tierra y se construyé la siguiente tabla:

5.36 5.29 5.58 5.65 5.57 5.53 5.62 5.29
544 5.34 5.79 5.10 5.27 539 542 547
5.63 5.34 546 530 5.75 5.68 5.85

(a) Calcular la media y la desviacién esténdar.
(b) Calcular los cuartiles, graficar densidad contra tiempo.

(c) Hay alguna tendencia obvia?

8. Las materias primas que se utilizan en la produccién de una fibra sin-
tética se almacenan en un sitio sin control de humedad. En 12 dias,
las mediciones de la humedad relativa del lugar del almacenamiento
y el contenido de humedad de una muestra de la materia prima (en
porcentajes ambas) producen los siguientes resultados:

Humedad
Ambiente
Humedad

en la materia prima

46 53 37 42 43 29 60 44 41 48 33

12 14 11 13 10 8 17 12 10 15 9

(a) Ajuste una recta de minimos cuadrados a partir de la cual po-
damos predecir el contenido de humedad de la materia prima en
funcién de la humedad del lugar.

(b) Utilice el resultado anterior para calcular el contenido de humedad
de la materia prima cuando la humedad relativa es del 38%.

9. La siguiente tabla muestra las ventas (en miles de unidades) de una pe-
quena empresa de componentes electrénicos durante los tltimos 10 anos.

Afio 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Ventas 2,6 2,85 3,02 3,45 3,69 4,26 4,73 5,16 5,91 6,5

40
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(a) Sea X = anoy Y = ventas. Grafique la nube de puntos (z;, ;) .

(b) Sea X = ano y Y = In(ventas). Grafique la nube de puntos
(i, i) -

(¢) A cudl de las dos nubes anteriores cree Ud. que se ajusta mejor
una recta?

(d) Calcule las dos rectas de regresion y grafiquelas.

Semestre Abril-Julio2004/MMOM.



REPASO DE DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDADES

Estadistica
Practica N° 2

. El nimero de accidentes de trabajo en una fébrica sigue una distribu-
cién de Poisson. Se sabe que el promedio de accidentes en dicha fédbrica
mensualmente es de 3. Durante el mes pasado ocurrieron 6 accidentes.
Se puede considerar que este mimero es excesivamente alto? (es decir,
poco probable).

. La experiencia ha demostrado que el 30% de las personas que contraen
cierta enfermedad se logra curar. Una companfa farmacéutica ha de-
sarrollado un medicamento para dicha enfermedad. Se eligen al azar 10
personas enfermas y se les administra el medicamento, 5 logran curarse,
cudl es la probabilidad de este evento si se supone que la medicina no
tuvo ningun efecto?. Qué opina Ud. del medicamento?

. Un examen de seleccién muiltiple tiene 15 preguntas, cada una de las
cuales posee 5 respuestas posibles y de éstas sélo una es correcta. Si un
estudiante contesta todas las preguntas al azar, cudl es la probabilidad
de contestar correctamente al menos 10 preguntas?

. El fabricante de una marca de pasta de dientes afirma que el 60% de
los consumidores prefieren esa marca. Si entrevistamos a un grupo
de personas escogidas al azar del grupo de consumidores de pasta de
dientes, cudl es la probabilidad de tener que entrevistar al menos 5
personas para encontrar al primer consumidor que prefiere esa marca?

. El nimero de errores que hace una mecandgrafa tiene una distribucion
de Poisson con una media de 4 errores por pagina. Cudl es la proba-
bilidad de que una pdgina escogida al azar tenga a lo sumo 4 errores?

. Una fébrica utiliza un producto cuyo uso diario puede modelarse por
medio de una distribucién exponencial de pardmetro 4 (esto es, la can-
tidad de producto utilizada en un dia es una variable aleatoria expo-
nencial de pardmetro A = 4, medida en toneladas). Cuédntas toneladas
de producto debe almacenar la fabrica para que la probabilidad de
quedarse sin producto en un dia dado sea sélo 0, 057.



7. Un defecto metabdlico ocurre en aproximadamente 1 de cada 100 nacimien-
tos. Si en un hospital nacen 4 ninos en un dfa dado, calcule:

(a) la probabilidad de que ninguno tenga el defecto
(b) la probabilidad de que a lo sumo uno de ellos tenga el defecto

(c) la probabilidad de que al menos uno de ellos tenga el defecto.

8. En un examen se plantean 10 preguntas a las que debe responderse con
verdadero o falso. Un alumno aprobard el examen si al menos 7 de sus
respuestas son acertadas.

(a) Qué probabilidad de aprobar tiene un estudiante que responde
todo al azar?

(b) Qué probabilidad de aprobar tiene un estudiante que sabe el 30%?
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Repaso de Desigualdad de Tchebysheff,
Distribucién Normal, Teorema Central del Limite.
Estadistica
Practica N° 3

. Sea X una variable aleatoria con distribucién normal de pardmetros
peR, o>0
Demuestre que
(a) B(X)=p, Var(X)=o%

mo. . . ., .
tiene distribucion normal estdandar.

() 2=

o
. Una linea aérea sabe que el 5% de las personas que hacen reservaciones
en un cierto vuelo, al final no se presentan. Si la aerolinea vende 160
boletos para este vuelo, y sélo hay 155 asientos en el avién, cudl es la
probabilidad de que todo pasajero con reservaciéon que se presente al
aeropuerto tenga un puesto en el vuelo?.

. En una empresa se ha observado que el gasto semanal en mantenimiento
y reparaciones es una variable aleatoria con distribucién aproximada-
mente normal de media = Bs. 24000 y desviacién o = Bs.1200. Cuénto
debe presupuestarse semanalmente para mantenimiento y reparaciones
para que el monto presupuestado sea excedido con una probabilidad de
a lo sumo 0,17

. Un encuestador cree que el 20%de los votantes de una zona estd a
favor del candidato A. Si se escogen 24 votantes de la zona, aproxime la
probabilidad de que la fraccién de votantes de la muestra que favorece
al candidato A, no difiera de la verdadera fraccién (en toda la zona) en
mas de 0, 06.

. Una maquina se manda a reparar si una muestra de 100 articulos es-
cogidos al azar de su gran produccién diaria, revela un 15% 6 mas de
defectuosos. Si la maquina en realidad sélo produce un 10% de defec-
tuosos, calcule aproximadamente la probabilidad de que la manden a
reparar.



10.

11.

. La vida activa de un cierto farmaco sigue una distribucién N (1200, 40)

dias. Se desea enviar un lote de medicamentos, de modo tal que la vida
media del lote no sea inferior a 1180 dias con probabilidad 0, 95. Qué
tamano debe tener la muestra?

Encuentre una aproximacioén de la probabilidad, de que el nimero de
veces que salga 1, esté comprendido entre 1900 y 2150 veces, al lanzar
un dado perfecto 12000 veces.

Se toma una muestra al azar con reposicion, a efectos de estimar la
fraccion p de hembras en una poblacién. Encontrar un tamano de
muestra que asegure que la estimacién se hard con un error de menos
de 0,005, al menos con una probabilidad de 0, 99.

Se desea estimar la probabilidad de falla p, en un proceso de produccion,
mediante la observacion de n objetos producidos, elegidos independi-
entemente. Se sabe que p estd entre 0,1 y 0,3 por informacién previa.
Halle el tamano n de la muestra para que la probabilidad de que la fre-
cuencia relativa de objetos fallados en la muestra, difiera del verdadero
valor p en mds de 0,01 sea menor que 0, 05.

El porcentaje de individuos dalténicos de una poblacién es P descono-
cido. Se desea estimar este procentaje P a partir del porcentaje ob-
servado en una muestra de tamano n. Calcular el tamano que debe
tener la muestra a fin de que el error cometido sea inferior al 1% con
probabilidad 0,90 en los casos:

(a) No se sabe nada acerca de P.
(b) Se sabe que P es inferior al 16%.

Se ha observado que las notas de un examen de admisién siguen una
distribucién aproximadamente normal, de media 78 y varianza 36.( Las
notas estan entre 1 y 100).

(a) Si un grupo de estudiantes va apresentar dicho examen, qué por-
centaje de ellos espera Ud. que obtenga notas entre 70 y 907

(b) Cual es la probabilidad de que una persona que tome el examen
obtenga més de 727



12.

13.

14.

15.

(¢) Suponga que los estudiantes cuyas notas se encuentran en el 10%
superior de la distribucién serdn admitidos inmediatamente. Cuédl
debe ser la nota minima que debe tener un estudiante para ser
admitido inmediatamente?

La duracién de un tipo de bombillos sigue una distribucién Normal de
media ¢ = 1000 horas y desviacién o = 100 horas.

Se desea enviar una muestra de bombillos de manera que la duracién

media de la muestra no difiera de 1 en mas de 50 horas con una prob-
abilidad de 0, 95.

(a) Hallar el tamano que debe tener la muestra.
(b) Resuelva el problema, si se desconoce la distribucién :

i. Usando Tchebichev.
ii. Usando el Teorema Central del Limite.

Una compania tiene 90 ejecutivos. Supongamos que la probabilidad de
que un ejecutivo necesite una secretaria al comenzar su dia de trabajo
es 1—10. Si queremos que con un 95% de certeza haya una secretaria
disponible para cada ejecutivo que la solicite, cudntas secretarias de-
berfan contratarse para un centro secretarial que sirva al grupo de 90

ejecutivos?

Un fabricante de cereales afirma que el peso medio de una caja del ce-
real que vende es de 330, 4 grs. con una desviacién de 21 grs. Se desea
verificar si su afirmacion es cierta. Para esto se va a elegir una muestra
aleatoria de cajas del cereal y calcular el peso promedio de la muestra.
Cudntas cajas debemos tener en la muestra para que el peso promedio
se encuentre a menos de 7 grs. de la verdadera media con una proba-
bilidad de 0,997 (Suponga que la distribucién del peso de cada caja es
normal ).

Si la probabilidad de que un individuo sufra una reaccién alérgica por la
inyeccion de cierto medicamento es de 0,001; calcule la probabilidad de
que, de un total de 2000 individuos a quienes se inyect6 el medicamento,
mads de 2 tengan una reaccién alérgica.
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Capitulo II
Inferencia Estadistica:
Estimacién Puntual de Pardametros.

Marfa Margarita Olivares M.
Abril 2004

1 INTRODUCCION:

Cuando se realiza un experimento aleatorio, los posibles resultados de dicho
experimento se pueden pensar como una variable aleatoria.

En general, un material estadistico consiste en un nimero de observa-
ciones x1, X2, -+ , TN, Oobtenido a partir de N repeticiones independientes del
experimento aleatorio relacionado con X. La estadistica descriptiva reduce el
material observado o muestra bruta, reemplazdndolo por cantidades relati-
vamente pocas en nimero que representen el material total y que contengan
toda la informacioén posible de la variable aleatoria X.

En el material estadistico raramente podemos incluir todas las obser-
vaciones que podriamos realizar teéricamente, por lo que este material se
puede considerar como una muestra aleatoria simple o como una sucesién de
variables aleatorias independientes, todas con la misma distribucién, la cual
estd sujeta a fluctuaciones estadisticas ya que se obtendrian valores distintos
Xy, xh, - -+, Thy, s realizéramos N nuevas observaciones.

Es decir, antes de realizar el experimento, los valores de X que se van a
observar deben concebirse como N variables aleatorias

XlaX2a"' 7XN7

independientes, idénticamente distribuidas, con la misma distribucién de la
variable aleatoria X.



El objetivo de la estadistica es hacer inferencia acerca de una poblacién
basdndose en la informacién contenida en una muestra, por ejemplo, tomar
decisiones sobre la distribucién de probabilidad de la variable aleatoria X y
describir esa distribucién basdndose en la observacion de esta variable aleato-
ria. Puesto que las distribuciones se caracterizan por medidas descriptivas
numeéricas, llamadas pardametros, la estadistica se interesa en hacer inferen-
cia acerca de los pardmetros de las distribuciones de probabilidad. Algunos
pardmetros tipicos son la media, la desviacién estdndar, el drea bajo la dis-
tribucién de probabilidad a partir de un valor de la variable aleatoria o el
area entre dos valores de la variable.

Algunos ejemplos pueden aclarar esta idea:

1. El lavaplatos de un restaurante posee un certificado de garantia que
expresa que de cada 100 platos que lava, sélo rompe 3. El primer dia
lava 500 platos y se le rompen 23, resulta crefble lo que expresa la
garantia?

2. Se repite independientemente un experimento que puede dar lugar en
cada repeticién al resultado A con probabilidad p. Al cabo de 200
repeticiones, A ocurrié 22 veces. Se desea saber al menos aproximada-
mente el valor de p.

3. Una calculadora bolsillo tiene una rutina generadora de mimeros aleato-
rios, que de acuerdo a lo que indica el fabricante, proporciona una suce-
sién de variables aleatorias independientes de distribucién uniforme en
[0,1] . Se genera una sucesion 1, T, - - - , Ty, . A partir del conocimiento
de ella, resulta aceptable la afirmacién del fabricante?

En los ejemplos anteriores, planteamos problemas de estimacion de
pardmetros y también de pruebas de hipétesis, los cuales analizaremos
mds adelante.

Supongamos que F' es la funcién de distribucién tedrica de la variable
aleatoria X ,en observacién; F' en general contendra uno o mas parametros
tales como p y oen el caso de la distribucién normal. Una vez conocidos
los valores numéricos de estos parametros, la variable aleatoria que estamos
investigando queda completamente caracterizada.

Basdndonos en las observaciones

L1,T2, -+, TN,



estimamos los valores numéricos de los pardmetros de F’ estos estimadores
empiricos de los pardmetros tedricos son a su vez variables aleatorias y como
tales estan sujetos a fluctuaciones estadisticas. Para tener una medida de la
magnitud esperada de estas fluctuaciones y por lo tanto de la confianza que
podemos depositar en los valores encontrados para los pardmetros a partir
de las observaciones, debemos deducir a partir de F', las distribuciones de
nuestros estimadores.

Asi pues, antes de que podamos resolver un problema estadistico dado,
debemos, en primer lugar, establecer una hipétesis sobre la forma matematica
de la funcién de distribucién F.

A veces, por experiencias anteriores, se sabe que podemos suponer una
determinada distribucién, por ejemplo, la distribucién normal. O bien, a
partir de ciertas hipétesis que idealizan el experimento considerado podemos
deducir su distribucién, basandonos en las reglas conocidas de la teoria de
probabilidad. Por ejemplo, cuando se cuenta el nmimero de particulas o que
se observan en una pantalla, emitidas por una sutancia radioactiva durante
un tiempo t, bajo ciertas hipétesis simplificativas, podemos suponer que la
distribucién es de Poisson de pardmetro At y justamente es el pardmetro A
el valor que debenos estimar a partir de las observaciones.

1.1 DEFINICIONES:
1.1.1 MUESTRA ALEATORIA SIMPLE:
Es un vector aleatorio .

X = (XlaXQJH : 7XN)

cuyas componentes son variables aleatorias independientes, idénticamente
distribuidas, siendo N el tamano de la muestra.

1.1.2 ESTADISTICO (o ESTADIGRAFO)

-
Es toda funcién T de una muestra aleatoria X = (X7, X5, -+, Xx) que a su
vez resulte ser una variable aleatoria:

—

Ty =T(X)=T (X, Xs,--+, Xn)

—

(La funcién T debe ser lo suficientemente regula como para que T'(X) sea
una variable aleatoria)



EJEMPLOS DE ESTADISTICOS:

1. Media Muestral Aleatoria:

N
1
(X1+X2+~-+XN):NZXZ-

=1

1

X =
N

2. Varianza Muestral Aleatoria:
| XN
52 - - Xz - X 2
~ ;( )

3. Varianza Muestral Centrada Aleatoria:

1.1.3 OBSERVACION:

La distribucién de estos estadisticos estd determinada por la distribucién
tedrica F' de la variable aleatoria X.

1.2 ESTIMADOR:

Un estimador paramétrico o para simplificar, diremos simplemente, un esti-
mador, es un estadistico cuyo valor observado intentamos usar para estimar
el valor de un pardmetro desconocido de la distribucién tedrica. (El enfoque
paramétrico supone que la forma del modelo es conocida).

La media muestral y la varianza muestral aleatorias, como lo indica sus
nombres, son estimadores de la media y la varianza de la distribucién tedrica.

Supongamos que Ty = T (X1, Xa, -, Xv) sea un estimador de un cierto
pardmetro 3 de una distribucién tedrica. La diferencia:

TN_ﬁ:T(XbX%'“ 7XN)_B

se denomina Error de Estimacién. Una buena forma de conseguir que Ty
sea un buen estimador, es pedir que el error de estimacién sea pequeno y



esto puede hacerse, por ejemplo, exigiendo que se cumplan condiciones tales
como:

]P)(‘T<X17X27”' 7XN)_6’ >(5) <e€

para valores pequenos de ¢ > 0,¢ > 0;0 bien que
E <|T(X1,X2, L X)) — [3|’f) <ec

para valores apropiados de las constantes k > 0,y ¢ > 0 pequeno.
En particular, llamamos error cuadratico medio a la expresion:

E (|T (X, Xz, -+, Xn) = BI°)

es deseable que un estimador tenga un error cuadrédtico medio pequeno.
A menudo, tienen interés, sobre todo técnico, las siguientes propiedades:

1. T es un Estimador Insesgado o Centrado de # cuando
E(T(X17X27' o 7XN>> - ﬂ
para todo N > 1. En este caso el error cuadratico medio coincide con

la varianza.

A la diferencia
E(T(leX2v"' 7XN)) _ﬁ

se le llama sesgo de T.

2. EFICIENCIA RELATIVA: dos estimadores insesgados 177 y 15, del
mismo pardmetro (3, basados en las mismas observaciones, se suelen
comparar utilizando la eficiencia relativa de T; con respecto a Ti, la
cual se define como el cociente

Var(Ty)

Var(Ty)

Si este cociente es menor que 1, es decir, Var(T) < Var(T,)diremos
que el estimador T7 es més eficiente que T5.

3. ESTIMADOR CONSISTENTE:

Sea T un estimador del pardametro 3 y sea

Tn:T<X17X27"' aXn>

5



una sucesién de estimadores de (3, que representan a 1" con base en la
muestra de tamano n.

Se dice que T es un estimador consistente si:

A}im P(|T (X1, Xs,---,Xn)— 0| >2¢)=0

(Este tipo de convergencia se llama convergencia en probabilidad del
estimador al verdadero valor del pardmetro).

EJERCICIOS:

1. Demostrar que si T' es un estimador de (8 cuyo error cuadrético medio
tiende a cero cuando n — oo, es consistente.

2. Si T es insesgado y Var(T,) tiende cero cuando n — oo, entonces T' es
consistente.

3. Sl ]\}lm E(TN (XlaXQa' o 7XN)) = ﬁy]\}lm Var (TN (X13X2a' o 7XN)) =

0, entonces T es consistente.

1.3 Propiedades de la media y la varianza aleatorias:

(Como estimadores de la media y la varianza).

Sea X = (Xj, Xy, -+, Xy) una muestra aleatoria de la variable X, con

p=E(X;),0*=Var(X;)i=1,2,--- N

_ N
1. X = % >~ X, es un estimador insesgado y consistente de p :
i=1

2. S? es un estimador insesgado de o2 :



Puesto que S} = -2=52, podemos calcular E (5?) y deducir de allf la
B (57) = 25E (5?). Para calcular E (5?), supongamos que:
E(X;) = E(X; — pn)?) =Var(X;) =021 <i < N.

N N

> (X = X)? = (K= o= X ) =
z< P Nl X4 20 X) (X — ) =

ﬁ( W+ N — X)? — 2N(u — X)? = S2(X — p)? = N(u — X)?

i=1
o equivalentemente

N

S = ) = 30X = X)P o N(X = p)?

=1 i=1

Este resultado tiene una interpretacién importante pues descompone
la variabilidad de los datos respecto a su media verdadera como suma
de la variabilidad respecto a la media muestral y la variabilidad entre
la media muestral y la verdadera.

Tomando esperanza:

De aqui se obtiene que:

B (5?) = B (5) = o

Note que S? es un estimador insesgado o centrado de la varianza, mien-
tras que S? no lo es. Esta es la razén por la que se prefiere trabajar con
S? en lugar de S? y por ésto S? recibe el nombre de varianza centrada
o varianza muestral corregida, el divisor n — 1 se denomina “niimero de
grados de libertad”.

Si llamamos residuo a

€; Ti— X



entonces la varianza muestral centrada o corregida serd

1 N
2 _ 2
Sl—miz_l:ei

cuando N = 1, x = z; y antes de tomar la muestra podemos afirmar
que e; = 0. No hay ningtin grado de libertad. Si N = 2, tendremos
que ey = x— T = xy — BEL2 = =82 — ey Hay solamente un grado
de libertad e;(0 e3). Dado un residuo el otro queda autométicamente
fijado. En general, para cualquier tamano muestral

N N
i=1 i=1

antes de tomar la muestra solo hay n—1 residuos desconocidos porque el
iltimo siempre puede calcularse usando la expresién anterior. Diremos
que disponemos de n — 1 grados de libertad para calcular los residuos
y por tanto la desviacién tipica de los datos.

. 82 v 8% son consistentes, si E(X*) < oo; se puede demostrar que:

2 2 -9 2 - 2
Var(s?) = M4NM2 N (M4N2 1) |, Ha N33u2

donde
e =B (X = p)¥)
es el k-ésimo momento centrado de la variable aleatoria X.
Este célculo es bastante complicado, para una demostracién se puede

consultar Métodos Matematicos de estadistica de Harald Cramer, edi-
torial Aguilar, Madrid.

Puesto que
: 2 o N-1, 2 1 2
lim E(S°) = lim o=0°y lim Var(5°) =0
N—o0 N—oo N—oo

2

se deduce que S? es consistente y puesto que E(S?) = o2, se obtiene

que:
2

]\}IE)HOOVQT(Sf) = J&EEOWVCLT(SQ) =0

también obtenemos que S? es consistente.



1.4 Meétodo de Maxima Verosimilitud.

El método general més importante para hallar estimadores de los pardmetros
desconocidos de una distribucion tedrica se conoce con el nombre de método
de méaxima verosimilitud introducido por R. A. Fisher. Es un método sis-
temdtico que permite hallar estimadores puntuales de cualquier nimero de
pardmetros desconocidos de una distribucion.

1.4.1 Funcién de Verosimilitud:

Se llama Funcién de Verosimilitud de una muestra observada a la densidad
conjunta ( o funcién de probabilidad conjunta en el caso discreto) de la
muestra aleatoria X7, X5, -+, Xy, considerada como funcién del pardmetro
o de los pardmetros desconocidos. Es decir,

L(ﬁlaﬁ%"' aﬁN) = le,X2,“~,XN<x17x2>"' 7xN;61562a"' 76N)

en el caso de densidad y en el caso discreto:

L(ﬁlvﬁ%'" aﬁN) :pxl,Xz,"',XN(xth:”' 7xN;ﬁl7527"' J/BN)

con
pX1,X2,~-~,XN<x17$27' c 7$N;517627 T 75[@) - ]P)(Xz - .Tz,l = 1727 T 7N)
donde 3;,7 =1,2,--- , k,son los pardmetros desconocidos de la distribucién.

OBSERVACION: La funcién de verosimilitud representa, en cierto sen-
tido, la probabilidad de observar lo que realmente se observo.

El método consiste en elegir los pardmetros (3; de manera que la proba-
bilidad de observar lo que se observé sea maxima, es decir, se desea elegir los
pardmetros (3; de tal forma que maximicen la funcién de verosimilitud.

Si X es la variable aleatoria asociada al experimento y

5]5]21727 7k7

son los pardametros desconocidos de su distribucién, denotando por

—

ﬁ - (517527"' aﬁk)?

si X1, Xo, -+, Xy es una muestra aleatoria de la variable aleatoria X en-
tonces:



1. En el caso de densidad, si f(z; (3) es la densidad de X, y z1,z9, -+ , 2y
representa la muestra observada, se tendra que

— — — —

L(zy, 22, -+ ,2n; B) = f(o1; B) - f(w;8) -+ - flan; B)

2. En el caso discreto, si g(z; §) = P (X = x) es la funcién de probabilidad
de X, si x1,x2, -+ ,zn representa la muestra observada, &£;,&,,- - &,
con 1 < r < N son los valores distintos observados y fi, fo, -, f, son

T
las frecuencias respectivas, con Y f; = N, se tendrd que
i=1

Lz aniB) = (065 8) - (0 d) - (a6 d)

OBSERVACION: Se quiere elegir

B = (517527"' Jﬁk)
de modo que L(z1, s, ,xy; () sea méximo.
Note que g—éi = 0 si y solo si aggf =0 ya que % = %g—é. Luego, si L es

. g , .
derivable con respecto a los pardmetros, los extremos se calculan trabajando
con la funcién In L ya que los cdlculos son més simples.

EJEMPLOS:

1. Estimadores de maxima verosimilitud de la media y y de la varianza o
de una distribucién normal: sea x1,x»,--- ,zy una muestra observada
de la distribuciéon normal, queremos estimar los pardmetros basandonos
en esta muestra, por el método de méxima verosimilitud:

[z p,0) = \/Ql—m, exXp (—Tiz@z - M)2) ) T = (1,22, ,ZN)
N

L(w; p,0) = ] = exp (—5m (25 — p)*) =

1
m exp (—ﬁ (i — M)2>

.
I

=1

10



tomando logaritmo neperiano:

- 1

(p,0) =InL(z;p,0) = —Nlno — T In2r) — 5L 2

=

(2 — 1)

=1

al al -
U = LS (wi—p) =0=p=g o =2
i=1 =1
N N
Y

i=1 i=1

Para verificar que estos valores maximizan la funcién (i, o) se debe
evaluar

*lp,0)  %Up,0)
_ 02 Oudo
A= ?l(u,0)  0%l(p,0)
Oudo 020

en el punto (u,o) encontrado. (Método del Hessiano). Si A > 0y
U p,0)

22 < 0 evaluados ambos en los puntos

encontrados, entonces concluimos que Z y s? realizan un méximo de
i, 0).

. Sea X una variable con distribucién uniforme en el intervalo [0, b] con
b > 0. Calculemos el estimador de maxima verosimilitud del pardametro
b basdndonos en una muestra x, zs,--- ,xy. La densidad de X es

fleb) =5, v €0

La funcién de verosimilitud es:

L(wy, 29, -+ ,zn;b) = f(2150) - f(w250) -+ -+ f(an;b) =
0<z;<b, paratodot=1,2,---,N.

o expresado de otra forma:

L(xy, 22, -+ ,xN; D) max z; € [0,b],0 < min z;.

:b_N7

11



Al graficar la funcién L como funcién del pardmetro b, se observa que
el valor maximo se realiza en el valor

b = maxx;
en este punto L no es derivable.

. Estimador de mdaxima verosimilitud del pardmetro A > 0 de la dis-
tribucién de Poisson, basado en una muestra x, xa,- -+ ,zy : Si X tiene
distribucién de Poisson, su rango es

{071727"' 7k7(k+1)7}7

de estos valores solo un nimero finito estara representado en la mues-
tra x1,T9,- - ,TN.Sea r = maxx;, entonces los valores 0,1,2,--- ,r,
estardan representados en la muestra con frecuencias , f;, 1 < i < r,
respectivamente, donde f; puede ser eventualmente cero para algin

1 <1 < r,verifican:
,
S h=n
i=1

Derivando el logaritmo neperiano de la funcién de verosimilitud e igua-
lando a cero, se obtiene:

r i,— fl — r i —

Lizy,za, o) = 1 (252) 7 10 =L@ 0) = 3 filn (252)
, =0 , , i=0

WELAG-) =03y ifi= Y fi=N

de donde: A =+ Y if; =+ > @ =17

i=0

=0

. Supongamos que en cierto experimento se observa un suceso A cuya
probabilidad p es desconocida. Hacemos N observaciones y observamos
f veces A . La variable observada X tiene distribucién de Bernoulli de
pardmetro p, siendo

P(A)=P(X =1)=p.

La funcién de verosimilitud y la derivada de su logaritmo se obtiene

facilmente:
L(z1,22, -+ ,xn;p) = pf (1 — p)N~7
{912(9)) =InL(z;p) = flnp+ (N — f)In(1 —p)
p

_f N-f _ _f
8_p_5+ﬁ_0:>p_ﬁ‘

12



Es decir, la frecuencia relativa observada es el estimador de méxima
verosimilitud de la probabilidad de que ocurra el suceso A.

EJERCICIOS: Halle los estimadores de méaxima verosimilitud, basados
en una muestra xq, 2o, -+ , Ty, Si la variable observada tienen distribucién:

1. Exponencial de pardmetro A > 0.

2. Densidad f(z;p) =pzP 1,0 <2 <1,p>0.

1.5 Estimacién Puntual: Método de los Momentos.

Sea X, X, -, Xy una muestra aleatoria de una variable aleatoria X cuya
distribucién tedrica depende de uno o varios pardmetros desconocidos. El
método de los momentos para estimar los pardmetros basdndose en una ob-
servacion xi, s, -+ ,xyN,es el mds antiguo que se haya propuesto con este
objeto, fue introducido por K. Pearson.

Consiste en igualar un mimero conveniente de momentos muestrales a
los correspondientes momentos de la distribucién, que son funciones de los
pardmetros desconocidos. Considerando tantos momentos como pardametros
haya que estimar y resolviendo las ecuaciones resultantes respecto a dichos
pardmetros, se obtienen estimaciones de éstos. Este método da muchas veces
lugar, en la préctica, a cdlculos relativamente simples.

Asi, por ejemplo, si X tiene densidad f(z;3) dependiendo de un solo
pardmetro desconocido, se utiliza como estimador de (la solucién de la
ecuacion

donde .
B(X) = [ (i B)ds

en el caso que esta ecuacion tenga solucién tnica. Si tiene infinitas soluciones,
como suele suceder cuando la distribucién teérica depende de k pardmetros
desconocidos, con k > 2, se agrega la ecuacién

[e.e]

N
E (X?) = /x2f(x;ﬂ)dx:%ZXf.

—00

13



Si ésta no es suficiente, se agrega la que corresponde al momento de tercer
orden, y asf sucesivamente, hasta determinar una solucién tnica, si ésto es
posible.

1.5.1 EJEMPLOS:

1. Distribucién uniforme en [0, 5], con b > 0 desconocido: como por ejem-
plo

(a) Se escogen al azar nimeros entre 0 y algiin nimero desconocido.

(b) Tiempos de espera del autobus de las 8 A.M.

La densidad es
3 xel0,b]

I (x: ) :{ 0, sino.

Tenemos que resolver la ecuacién:

N
1 _
=1

pero la esperanza de una variable aleatoria de densidad uniforme de
pardmetros (0, b) es:

00 b
E(X)= /xf(x;ﬂ)dx:%/xdx:g.
—o0 0

Igualando obtenemos:

b - A -
3= X, tomamos b = 2X
A
El estimador bde b, es insesgado, pues

E (@) — 9E (X) - %él@(}g) - %NE(X) - 22 ~b.

14



A
El error medio cuadratico del estimador b, por ser en este caso inses-
gado, coincide con su varianza:

E ((ZA) - b)2> = Var(/l;) =Var(2X) = % ZV&T‘ (X;) =

4 4 b2
il X) = ——
NV or(X) N 12

por ser X uniforme en [0, 4] . Por lo tanto

A b?
Var(b):3—N—>OSiN—>oo,

A —
es decir, nuestro estimador b = 2X del pardmetro desconocido bes
consistente.

Por el método de méxima verosimilitud, obtuvimos como estimador del

A
pardmetro b a b = max(Xy, Xo, -+, Xy). Veamos que este estimador no
es insesgado; como tenemos que hallar su esperanza, debemos calcular
antes su distribucién:

P<g§m> =P (max(Xy, X, -, Xn) <z) =
PXy<z,Xo<uz, -+, Xy<zx)=
Z,1;[119’()@' <z)=(P(X <) = (F(x;0)"

donde F' es la funcién de distribucién de X que es uniforme en el inter-
valo [0, b] . Es facil calcular esta funcién de distribucién para obtener:

siz <0
siz € [0,b]
siz > b.

F(z;b) =

oy O

Asi, la funcién de distribucion del estimador, es:

A 0 siz<0
N .
P(b§x>: Zx siz €[0,0]
1 sixz >b.

15



A
y derivando, obtenemos la densidad de b :

N N—1 o
g siz e (0,0
f@ () = { 0 si no.

La esperanza de esta distribucion es:

A N
E(b)] =——b
() N+17

es decir, este estimador del pardmetro b no es insesgado, pero sf lo es
asintéticamente ya que

A N
lim E (b) = lim E (max(Xy, Xs,---, Xy)) = lim 717 =b.

N—oo N—oo N—oco N +1

Este estimador es consistente, en efecto:

E (22) N R (b> N
N+2 N+1
A 2
Var <b> = <N]Y|—2 (N+1)2) b = N+2];[(I§V+1)2

por lo tanto su varianza tiende a cero cuando N tiende a infinito.

. Dada una muestra aleatoria de distribucién de Bernoulli de pardmetro
p, estimemos p por el método de los momentos y por el método de
maxima verosimilitud:

(a) Método de Maxima Verosimilitud:

si X tiene distribucion de Bernoulli de pardmetro p, z1, 22, , N
es una muestra de la variable aleatoria X y f es la frecuencia
correspondiente al niimero de unos presentes en la muestra, se
tendra:
L(zy, 29, ,xn;p) = p (1= p)N ]
l(()) InL(z;p) = flnp+ (N — f)In(1 - p)
f N f _ _

De aqui se deduce que el estimador de maxima verosimilitud de p
es:
| XN
A
P=N Z_ -

16



(b) Método de lo Momentos: debemos resolver la siguiente ecuacion:

1 N
E(X):NZXi
i=1

pero la esperanza de la distribucién de Bernoulli de pardmetro p,
es p. Asi, el estimador del pardmetro p, en ambos casos es X.
Este estimador es insesgado ya que

E (X) - %ﬁ;E(Xi) —p

y también es consistente pues:

N N
Var(X) = Var (% > Xz-) = 32 > Var(X;) = 221
i=1 i=1

por lo tanto la varianza del estimador tiende a cero cuando N
tiende a infinito.

EJERCICIO: Hallar el estimador del pardmetro A > 0, por el método de

los momentos correspondiente a:

a) La distribucién exponencial.

b) La distribucién de Poisson.

1.6 Una cota inferior para el error cuadraitico medio
de un estimador: Desigualdad de Cramer-Rao.

Supongamos que Xi, Xo, -+, Xy es una muestra aleatoria de distribucién
F = F(x; )

y que dicha distribucién tiene una densidad f(z, ) derivable respecto al
pardmetro 3 € R.
Denotemos por:

f(z;ﬁ) = fX17X2,~~-,XN($1a$2a L f)

17



la densidad conjunta de la muestra aleatoria evaluada en el punto
T = ($1,$2, s 7331\7)-

Supongamos también que la identidad

/]RN fxy X xn (T2, T2, -+ 2N B)drrdas - - - dey =1

puede derivarse respecto al pardmetro 3, bajo el signo de integral. Bajo esta
hipétesis, podemos obtener la siguiente identidad:

0= Jon 0D Gy diy - - - = Jan 3 L f(x; B)dardey - - - doy =
aln f(X, dln
E( g(ﬁXﬂ)):E< Bé(ﬁ))’ X:(X17X27""XN)'
Si

b(B) = E(T(X1, X, -+, Xn) = f)

es el sesgo del estimador 7' del pardmetro By calculamos su derivada, se
tendra

0 0
8ﬁ ( <X17X27"'7XN)):% N

Si admitimos que esta tltima integral se puede derivar bajo el signo de inte-
gral respecto al pardmetro (3, obtenemos las siguientes igualdades:

1+V(B) = T(z)f(z; B)dzidey - - - dry

14+V(8) = Jon T( 6% x; B)dridry - - - dey =

Jon T(z) 1 8%”; B £(; B)dmyday - - - duy =

Jon T() Xﬁ) F(@; B)dardas - - doy =

E (T( H)BlnL T( )8lnL ) SE <8lnL )) _
B KT( _’ BlnL(,B)

puesto que E alnL

18



1.6.1 Desigualdad de Cramer-Rao:

Si todas las derivaciones bajo el signo de integral son vélidas ( es cierto
bajo la hipétesis de suficiente regularidad de la densidad f), se cumple la

desigualdad:
(o) o (222)]

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, en particular, si T" es insesgado

(Twii——ﬁ>2

| < Var(T(X))E {(m%_gm)ﬂ .

(1+6(3)° <E E

—

b(ﬁ) =0, b,(ﬁ) =0,E = VaT(T<X))

Ademis, bajo condiciones de suficiente regularidad de la densidad f, se cumple

(o)<

&

0, L(
2 —
[—6215122([5)} =-E { 31nL(ﬁ)> ] si0= af(mﬁ)dil?ldxz ~edry

puesto que

1 2L _ L L) = B
E [m 0243 :| - fRN 7(Z.8) 023 f(x,ﬁ)dx1d$2 e de:N —
f(z,8)

D e

si las derivaciones bajo el signo de integral son posibles.
En conclusion, la desigualdad obtenida se denomina desigualdad de Cramer-

TR -]
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OBSERVACIONES:

1. La desigualdad de Cramer-Rao proporciona una cota inferior del er-
ror cuadrdtico medio de un estimador. En particular, para los esti-
madores insesgados, proporciona una cota inferior para la varianza del
estimador. Esta cota inferior no tiene por qué ser alcanzada, pero si se
encuentra un estimador insesgado cuya varianza es:

g (OmLB)VY |

op
entonces la desigualdad expresa que se trata de un estimador de minima
varianza.

2. Valen resultados andlogos a los anteriores cuando la distribucién es
discreta, reemplazando la densidad f (5, B) por la funcién

P (;( =T ﬁ)
que representa la funcién de probabilidad de la variable aleatoria X.

3. Se llama eficiencia de un estimador insesgado al cociente de varianzas
que define su eficiencia relativa respecto a un eventual estimador de

varianza minima, es decir:
-1
omL(3) >
oB

B ((
Eficiencia de T' = Var(T)

4. Un estimador insesgado de varianza minima tiene eficiencia igual a
1; tal estimador suele llamarse Estimador Eficiente. Si la sucesién de
eficiencias de una sucesiéon de estimadores insesgados tiende a 1, la
sucesion se dice que es asintéticamente eficiente.

EJEMPLO: El estimador de maxima verosimilitud del pardmetro A\ de
la distribucién de Poisson tiene varianza minima, es decir, es un estimador

eficiente; en efecto: .
L) =S fin (22
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donde f; 0 < i < rson las frecuencias de los valores 0,1,2,--- ,r represen-
tados en la muestra xi,zy, -+ ,xy con max(zy,xs,--- ,xy) = r. Derivando
con respecto al pardmetro e igualando a cero, obtenemos que el estimador de
maxima verosimilitud del pardmetro A es

P
A=X=— Z; X;,
que es un estimador insesgado de A pues

N
- 1
E(X)=— E(X;) = A,
(X) = 2B
ademsds la cota de Cramer-Rao coincide con la varianza del estimador que es:

- A
Var(X) = N

; <<8hg—g(m)2> N ]AV_;E ((X—Af) = ])\\f—jvar(X) :g

por lo tanto: X
OmLBN\| A s
(R

A —
puesto que, A = X tiene eficiencia 1 es un estimador de varianza minima.

pues:

=

1.7 Estadisticos Suficientes.

Sea X, X5, -+, Xy una muestra aleatoria cuya distribucién es conocida y
queremos estimar un pardametro ¢ de su distribucién. Un estadistico T;,, =
T(X1, X, -+, Xn) es suficiente para el pardmetro desconocido 6 si para to-
dos los resultados posibles T' = ¢ la distribucién condicional de (X7, Xo, -+ , Xx)
dado T = t no es funcién del pardametro 6. Es decir, toda la informacién ac-
erca del pardmetro 6 que puede ser extraida de la muestra X;, Xs, -+, Xy
estd contenida en 7.
Ejemplo:
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Sean X, X5 una muestra aleatoria con distribucién de Poisson de pardmetro
A. Consideremos el estadistico

T=2X;+ X,
Este estadistico no es suficiente para A :

P((X1,X2)=(1,1),T=3
P((X1,Xo) = (1,1) | T = 3) = AXo0DT=8)
P((X1,X2)=(1,1))
P(T=3)
P(X1=1)P(X2=1) o
P(X1=0)P(X2=3)+P(X1=1)P(X2=1)
672)\)\2 6

e PN J6re AT A6
Es muy 1util conectar la idea de suficiencia con la de factorizaciéon de la
funcién de verosimilitud asociada a una muestra, el siguiente teorema que
solo enunciaremos nos da un criterio para la suficiencia relacionado con la
funcién de verosimilitud:

Teorema de factorizacién:

Sea X1, Xs, -+, Xy una muestra aleatoria, Ty = T( X1, Xo, -+, XN )
un estimador de un pardametro deconocido # € © de la distribucién. T
es suficiente si y solo si existe h : R" — [0,00) que no depende de 0 ¢ :
© x R —[0,00) tal que

Ly = h(xy, - ,on)0(0, T (71, ,2N)

donde Ly es la funcién de verosimilitud de la muestra.
Ejemplo:
Sea X1, X5, -+, Xy una muestra aleatoria de distribucién exponencial de
pardmetro 6. Sea
CXi+ Xo+ -+ Xy
N N
donde la densidad de X; viene dada por

Ty

1 .
flz) = ge’ﬁ;x >0

Asi la funcién de verosimilitud del pardmetro desconocido es

Ly=—xe 7 T—ge ¢ ;11,x,xny >0



el estadistico T'= X es suficiente para 6, defina

1

e(0,t) = We#,tzo
h =1
asi
Ly =h(zy,--- ,zn)e(0,T (21, ,2N))
[ |

Observacion: Los estadisticos suficientes no son tinicos en el sentido que

n n
si > ; es suficiente para A en un modelo de Poisson, también lo serd £ 3~ z;
i=1 i=1

n

0 5 > ;. Algunas de estas funciones tendran buenas propiedades como esti-
i=1

madores del pardmetro entonces las llamaremos estimadores suficientes.
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DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD.
ESTADISTICA
PRACTICA N%

. Determine la varianza de la distribucién de Poisson basdndose en su
funcién generatriz de momentos ( o transformada geométrica).

. Sea X una variable aleatoria de densidad expenencial, de pardmetro
A=1

Determine la funcién de densidad de

Y = X3

. Sean X e Y dos variables aleatorias independientes, f y ¢ las densi-
dades de X e Y respectivamente, con X > 0. Calcule la densidad de la

variable aleatoria
Y

X
z

< ) como una integral doble y luego

7 —

<

(Sugerencia: Exprese Fiz(z) =P (
derive respecto a z.

. DISTRIBUCION NORMAL BIDIMENSIONAL:

Diremos que dos variables aleatorias X e Y tienen distribucién normal
conjunta, si su funcién de densidad conjunta viene dada por:

fx,y) =
1 (m—m? _ 2p(emm)ly—m) (y—léz)Z)]

1
2ro1024/1—p exp [ 2(1—p?) o? o102 o3

donde p es el coeficiente de correlacién entre X e Y, o es la varianza de
X, 0% esla varianza de Y, p, es la esperanza de X y pu, es la esperanza

de Y .
C- ( of o >
012 0'2
la matriz de covarianza de X e Y, donde 015 = Cov(X,Y’). Calcule
la inversa de C.

(a) Sea



(b) Verifique que
1 1
_ - C—l t
2ro109y/1 —p P { 2 <Z ‘ )}

donde z = ((x — py), (y — py)) y 2' es la traspuesta de z y C~! es
la inversa de C.

f(x,y) =

(c) Calcule las densidades marginales de X e Y.
(d) Si X eY son independientes, el coeficiente de correlacioén es cero.
El reciproco no es cierto, en general. Demuestre que si X e Y
tienen distribucién conjunta normal y p = 0, entonces X e Y son
independientes.
5. DISTRIBUCION NORMAL MULTIDIMENSIONAL:

Sea X = (X, Xy, X3,-+-,X,) un vector aleatorio. Si la matriz de
covaianzas C' de X tiene determinante distinto de cero, diremos que

la distribucién de X es normal de dimensién n, cuando la densidad
conjunta de X, Xy, X3, , X, viene dada por:

1 1 1t
fxy, 20,25, ) = mexp [—5 (zC’ z )]

donde A es el determinante de la matriz de covarinazas C,
&= ((Il _M1)7(m2 _:u2)7"' 7(x'n_lj“n))7lj“i :E<XZ)7Z =12 n
y C~! es la inversa de C.

(a) Si o = Cov(X;X;) = 0,para 7 distinto de j,entonces C' es una
matriz diagonal tal que

Diag(C) = (01,05, 0,,)

n

Calcule C1.
(b) Demuestre que sio;; = Cov(X;X;) = 0, para i distinto de 7, entonces
X1, X5, X3, -+, X, son mutuamente independientes.

Observacién: la parte b) establece que un vector normal aleato-
rio tiene componentes mutuamente independientes si y sélo si
Cov(X;X;) = Opara i distinto de j. Es decir, si y sélo si la matriz
de covarianzas es diagonal.



6. Sea X una variable aleatoria con distribucién normal N (u,o?).

(a)

Demuestre que su transformada de Laplace viene dada por:

_ o252
L(s;p,0) =e Me 2|
deduzca de aqui su Transformada de Fourier ( o Funcién Carac-
teristica).

Sea Z = X? donde X es normal N(0,1). Calcule la transfor-
mada de Laplace de Zy deduzca que su distribucién es gamma
de parametros p = %, A= %; es decir, que su funcién de densidad

viene dada por:
/1/22712e3
fz(z) = /
['(1/2)

donde I'(1/2) = /7. Puede calcular la densidad de Z sin calcular
su transformada de Laplace?

Sean X, Xo, X3, -, X, variables aleatorias independientes e idén-
ticamente distribuidas, normales N (0, 1). Sea

Y=X7+X5+ X+ -+ X

Calcule la transformada de Laplace de Y. Deduzca que Y tiene
distribucién gamma de pardmetros p = 3, \ = %, es decir, que la
densidad de Y viene dada por:

(1/2)F y~ -2/
T(n/2)

fr(y) =

Esta distribucién recibe el nombre de chi-cuadrado (X?) con n
grados de libertad.

7. Sea X una variable aleatoria N(0,1). Y una variable aleatoria chi-
cuadrado (X?) con n grados de libertad. Si X e Y son independientes,
definimos 7' como:

X
T= Vi

Demuestre que la densidad de 1" viene dada por:

ret)

VIO (14 2)

fr(t)

t € (—00,00)
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La distribucién de T recibe el nombre de distribucién t—Student con
n grados de libertad ( o de pardmetro n). Note que fr es simétrica
alrededor del origen (E(T") = 0).

Sugerencia: calcule Fy(t) =P (T <t) =P <X < %\/? ) , utilizando la

densidad conjunta de X e Y, luego derive respecto a t.

. Sean Xy, X5, X3,---, X, variables aleatorias independientes, normales
N(u;,0%),i=1,2,--- ,n. Demuestre que la variable aleatoria:

X = CL1X1 +CL2X2—|—CL3X3+ —|—CLan

tiene distribucién N(p,0?), donde

n

J= Ay + Gnfty + sl + -+ Qnfly, 07 = Y aio]

=1

. Sean X, Xo, X3, -, X, variables aleatorias independientes e idéntica-
mente distribuidas, normales N (u, o?).

(a) Sea X = 13" X, Demuestre que X tiene distribucién normal N (u, 0%/n).
i=1
Sugerencia: Calcule la transformada de Fourier de X.
(b) Sea Z = 2 > (X;—p)?. Demuestre que Z tiene distribucién X2 con
i=1
n grados de libertad.

(c) Sea S? =1 3°(X; — X)2. Verifique que:
i=1

n

1 - nS?

=1

o2

El objetivo de este ejercicio es demostrar que la variable aleatoria
"0—522, tiene distribuciéon X2 con n — 1 grados de libertad. Observe
que en la definicién de S? si sutituimos las variables aleatorias
X;por Z; = X; — p, el valor de S? no varfa.



Definamos las siguientes variables aleatorias:

Y= (2 - %)
}/2 - \/_—(Zl —|— ZQ - 2Z3)
Yn—l = (n D (Zl + ZQ + Z3 -+ Zn—l - (n - 1)Zn)
Y, = \/— Z Z;.
i. Demuestre que las variables aleatoriasYy, Ys, Y3, - - - | Y, tienen

distribucién N (0, 0?).

ii. Verifique, calculando las correlaciones entre ellas, que son in-
dependientes.

iii. Establezca por induccién que

=1 =1

(La transformacion deﬁnida en ¢, deja invariante el origen).

iv. Demuestre que nS? = Z Y2

v. Deduzca que % tiene distribucién X?con n — 1 grados de
libertad.
(d) Note que X = TY . Deduzea que S? y X son independientes.
(©) Sea $? = 77 (X, - X
i. Verifique que:
nS?  (n—1)S}
o2 o?
ii. Sean
v _ _1)92
o o

Verifique que X es normal estdndar e Y es X2 con n—1 grados
de libertad. Adem&s X e Y son independientes.
iii. Verifique que:
X—p Vi =IX

VTR




y deduzca de esta igualdad que la distribucién de

X —p

Sl\/ﬁ

es t— student con (n — 1) grados de libertad.
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ESTIMADORES PUNTUALES

ESTADISTICA -PRACTICA N° 5

A A
1. Sea A un estimador de un pardmetro 6. Sea b el sesgo de 6, es decir,

s=5(0) .

A
Demuestre que el error cuadratico medio de 6 es igual a:

A

Var(0) + b,

A A
. Sean 6, y 05 dos estimadores insesgados de un pardmetro 6 tales que

A

A
Var(6,) = o2, Var(0,) = o3

Demuestre que si a es un niimero real, entonces:

A A N
93 = a91 + (1 - a)(92

N A
es un estimador insesgado de 6. Si 6; y 65 son independientes, cémo se

A
debe escoger a para minimizar la varianza de 637

. Sea Y7, Y5, Y3 una muestra aleatoria simple de una distribucién expo-
nencial de densidad:

fly) = { Se_g’y >0

si no
Considere los 5 siguientes estimadores de 6 :

A A OYi4Y, A Yi42Y, A A
by = Yy, 05 = 1; 2,93=%,94=mmm,1@,n), =Y

(a) Cuiéles estimadores son sesgados?

(b) Entre estos estimadores, cudl es el que tiene la varianza mas pe-
quena?



N N N A
(c) Hallar la eficiencia relativa de 6, respecto a 05,1a de 65 y 03 re-

A
specto a 0s.

4. El nimero de fallas por semanas de un cierto tipo de mini- computado-
ras es una variable aleatoria Y con distribucién de Poisson de parametro
A. Se dispone de una muestra aleatoria simple Y7, Y5, Y3, --- Y, de Y.

(a) Sugiera dos estimadores insesgados para .

(b) EI costo semanal de reparacién de estas fallas es la v.a.
C=3Y+Y?

Demuestre que
E(C) =4) + N\

(¢) Obtenga una funcién de Y7,Ys, Y3, -+, Y, que sea un estimador
insesgado de E (C).

5. Sea X1, X5, X3,---, X,, una muestra aleatoria simple de una distribu-
cion de Bernoulli de pardmetro p.

(a) Demuestre que X es un estimador insesgado de p.

(b) Considere el estimador

nX(1—-X)

7‘Es éste un estimador insesgado de la varianza de la distribucion?

(¢) Modifique adecuadamente el estimador anterior para obtener un
estimador insesgado de la varianza.

6. Sea X1, X5, X3, -+, X,, una muestra aleatoria simple de una distribu-
cién normal N (py,02)y Y1, Ys, Y3, -+ | Y,, una muestra aleatoria simple
de una distribucién normal N(u,, %), supongamos que las X; Y}, son
independientes entre si.

(a) Considere el estadistico X — Yy encuentre su distribucién, su
media y su varianza. Es éste un estimador insesgado de p; — pi5?



7.

10.

(b) Sean:

S, se puede interpretar como una “ponderacién ”de S? y S3. En el
52453 :

caso . = m, Sp = % Demuestre que si 07 = 03 = o, entonces

S, es un estimador insesgado de o2

Se utiliza el siguiente procedimiento para evitar respuestas falsas a
preguntas delicadas en una encuesta. Sea A una pregunta delicada (por
ejemplo, evade Ud. el pago de impuestos?). Sea B una prgunta inocua
(por ejemplo, su cédula de identidad termina en un nimero par?). Se le
pide al sujeto que lance una moneda en secreto; si sale cara, contesta la
pregunta A, si sale sello contesta la pregunta B. El encuestador recibe
una sola respuesta (si o no) y no sabe a qué pregunta corresponde. Si
esta encuesta se realiza a 1000 sujetos y 600 de ellos contestaron ” si
” . qué porcentaje de individuos se estima que evade impuesto?

Sea X, X5, X3, -, X, una muestra aleatoria simple de una distribu-
cién N(u, o). Consideremos los estimadores de p del tipo siguiente:

U= CL1X1 +a2X2+a3X3+ —|—CLan

donde aq, as, as, - - - , a, son nimeros reales. Determine los a; para que
U sea un estimador insesgado y tenga varianza minima.

A A

. Demuestre que si 6 es un estimador insesgado de 6 y si Var(f) no es

A
igual a cero, entonces 6% no es un estimador insesgado de 6.

Demuestre que la media muestral X es un estimador insesgado de var-
ianza minima del pardmetro A de una poblasién de Poisson.

M.M.O.M. /Abril 2004



Meétodos de Estimacion.
Estadistica
Practica IN°6

1. Dada una muestra aleatoria simple de tamano n de una variable aleato-
ria X, calcular el estimador de méxima verosimilitud y de los momentos
cuando X tiene las siguientes distribuciones:

(a
(b
(c
(d
(e
(f

Bernoulli de parametro p.
Poisson de pardmetro .
Exponencial de pardmetro .
N(u,0%) con py o desconocido.

N(u,0?) con p conocido y o desconocido.

~— ~— ~— ~—— ~—

N(u,0?) con pdesconocido y o conocido.

Hallar en cada caso las propiedades del estimador obtenido: sesgo,
consistencia, eficiencia.

2. Hallar por el método de los momentos los estimadores de o y [ para
la funcién Gamma I'(a, ).

3. La muestra 1.3,0.6,1.7,2.2,0.3,1.1 proviene de una distribucién uni-
forme en [0, b] . Encontrar los valores numéricos de los estimadores de b
obtenidos por los métodos de méxima verosimilitud y de los momentos.

4. El niimero de defectos congénitos de un individuo en una cierta poblacién
sigue una distribuciéon de Poisson de pardmetro A. De una muestra de
n = 50 individuos de la poblacién, se observaron los siguientes datos:

N°de defectos 1 2 3 4
Frecuencias 31 15 4 0

Hallar el estimador de méxima verosimilitud del pardmetro .
5. Una variable aleatoria discreta toma los valores 0,1 y 2 con:
P(0) = p* P (1) = 2p(1 —p),P(2) = (1 - p),

donde 0 < p < 1 es un pardmetro desconocido. Hallar la estimacion
méximo verosimil de p a partir de una muestra de tamano n = 100 en
la que se ha presentado 23 veces el 0,52 veces el 1 y 25 veces el 2.



10.

11.

. Para determinar la verdadera proporciom p de articulos defectuosos

en un lote grande, se revisan uno tras otro articulos de éste, hasta
encontrar 10 defectuosos. Si tuvimos que revisar 168 articulos antes de
parar, cudl es el estimador de maxima verosimilitud de p?

Sea Y1, Y5, - - - Y, una muestra aleatoria simple de una distribucién uni-
forme en el intervalo [0,20 + 1], con 6 > 0 es decir, con densidad:

- 0<y<20+1
— 20+1°
f(y) {0 Y <0

)
Encuentre el estimador de méxima verosimilitud de 6 .

Sea Y7, Ys, - - - Y, una muestra aleatoria simple de una distribucién con
la siguiente densidad:

209 0 <y <

ﬂw:{Oa,ng

Determinar el valor de 6 por el método de los momentos.

Supongamos que X1, Xo,--- X,y Y1, Y5, .- Y, son muestras aleatorias
simples de dos poblaciones normales independientes con medias 1, y
s y varianzas o3 y o3 respectivamente. Determinar el estimador de
méxima verosimilitud de pq_ 5.

Sugerencia: Considere la muestra Z; = X; — Y;, halle su distribucién y
escribasu funcién de verosimilitud.

Una méquina se puede averiar por dos razones A y B. Se desea estimar
la probabilidad de averia diaria de cada tipo sabiendo que:

(a) La probabilidad de averia tipo A es doble que la de B.
(b) No existen otros tipos de averia posible.

(c) Se han observado 30 dias con el resultado siguiente: 2 averias tipo

A, 3 tipo B y 25 dias sin averia.

15

Respuesta: py = 1—18, PR = %, pc = probabilidad de no averfa={;.

Demostrar que X es un estadistico suficiente para A\ en un modelo de
Poisson.



12.

13.

Sea f(z) = axz®! 2z € (0,1). Hallar el estimador de méximo verosimil
para « y verificar que es un estadistico suficiente.
Basandose en la igualdad

n n

Z(ﬂci—,u)z:Z(aji—:ﬁ)2+n(i—u)2

i=1 i=1

demuestre que la funcién de verosimilitud de un modelo normal N (1, 0?)
se puede escribir

i) = g oop [ g (74 (2= 07

concluyendo que el estadistico vectorial T,, = T'(X1, -+ , X,,) = (X, 5?%)
es suficiente para

(u,0) € ©® C R x R" (una familia paramétrica). Sugerencia: tome
h(zy,--- ,x,) = 1, para obtener

L(;L,O‘) - h(xla T ,l’n)@(,u,O',T(l'l, e 7$n))
p:OxR? =R

MMOM /2004



Capitulo III
Intervalos de Confianza

Marfa Margarita Olivares

Mayo 2004

1 Estimacién por Intervalos de Confianza.

1.1 Introduccién y conceptos basicos.

Sea X1, Xo, -, X, una muestra aleatoria simple de una variable aleatoria
X cuya distribucién depende de uno o varios pardmetros desconocidos. Si
T(X1.X5,---, X,) es un estimador puntual de 3 (un pardmetro desconocido
de la distribucién), dada una observacién zy, xs, - - - , x,, estimamos [ por

T(xlax% o 7xn)-

La estimacién puntual tiene como inconveniente que al dar como estimacion
del parametro desconocido un tnico valor, la estimacién no coincidira con
el verdadero valor del pardmetro, luego, para que ésto tenga interés practico
debemos conocer el grado de precisién de la estimacién o conformarnos con
que la equivocacién no sea muy grande.

El concepto de estimacion por Intervalo de Confianza proporciona una
respuesta a esta cuestion.

Ejemplo:

Supongamos que una tienda mantiene registros sobre el mimero de unidades
de cierto producto que vende mensulamente.El conocimiento de la demanda
promedio es importante para el mantenimiento del inventario. Se supondra
que no hay fluctuaciones en la temporada.

En los tltimos 36 meses, en base a los datos, se tiene una media z = 200
unidades. Es decir, esta media es una estimacién puntual de un pardmetro
desconocido, el cual representa la demanda promedio de este producto en



la tienda. Del conocimiento de este estimador no podemos responder por
ejemplo, la siguiente pregunta: ?° podria la demanda media desconocida no
ser mayor a 250 ni menor a 150 unidades?, pues no se tiene alguna indicacion
del posible error en la estimaciéon puntual, por eso, no podemos responder
esta pregunta. El error en el estimado puntual se mide en términos de la
variacién (varianza) muestral del correspondiente estimador.

Si por ejemplo, la desviacién estandar de la media X es 60 unidades,
valiéndonos del teorema central del limite podemos argumentar que X tiene
una distribucién aproximadamente N(u,0 = 60), de aqui se deduce que

la probabilidad de que X se encuentre a dos desviaciones estdndar de la
verdadera media es aproximadamente igual a 0,95. Es decir, para n grande,

P ()X - u‘ < 120) ~ 0,95
o equivalentemente
P(X—120<u<)_(+120> — 0,95

si sustituimos el valor de la media muestral z = 200 obtenido se tiene que
w € (80, 320) lo cual sugiere que la demanda podria ser tan grande como 250

y tan pequenia como 150 unidades siempre que {/ Var(X) = 60.

Observe que ()_( — 120, X + 120) es un intervalo aleatorio y la probabil-

idad de que la verdadera media esté alli es de 0,95. Si se obtuviesen 100
muestras del mismo tamano en forma repetida de una poblacién y para cada
muestra se calculan las madias observadas y sustituimos z en el intervalo
aleatorio debe esperarse que 95 de ellos contenagan el verdadero valor de la
media p desconocida. El intervalo especifico (80,320) no es més que una

realizacién del intervalo aleatorio (5( — 120, X + 120) en base a los datos de

una sola muestra en la cual sustituimos z = 200. El valor de probabilidad
0, 95 se refiere sélo al intervalo aleatorio (X — 120, X + 120) , es incorrecto

decir que la probabilidad de que p € (80,320) es de 0,95 pues aqui sélo hay
constantes, nada es aleatorio, lo que se puede decir que con una confianza
de 0,95 podemos decir que p € (80,320), lo cual es una alta confianza. Asi
que no es correcto escribir P (80 < pu < 320) = 0,95, en algunos textos lo
escriben abusando del lenguaje probabilistico pero debe entenderse como se
explicé arriba. De acuerdo a estas aclaratorias, el intervalo (80,320) recibe
el nombre de intervalo de confianza del 95% para p.
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1.1.1 Definicién:

Intervalo de Confianza al nivel 1 — « para el pardmetro 3 construido a partir
de la muestra X, Xs,---, X,,, es una pareja de estadisticos (73,7), que
cumplan la propiedad:

P(Th(X1, Xa, -+, X)) B <Ta(X31,Xp,-+, Xy)=1—a

1.1.2 Definicién:

Regién de confianza al nivel 1 — « para el pardmetro 3 construida a partir de
la muestra X, Xs, -+, X, es una aplicaciéon C' que a cada punto

z = (21, %9, - ,x,) ER"
asocia el subconjunto C' (E) del espacio de pardmetros, de modo que
]P)(ﬂ € O(Xl,XQ,' < ,Xn)) =1—-—«

Noétese que C(X1, X, -+, X,,) es un conjunto aleatorio. En el caso en que el
espacio de pardmetros esté contenido en R, si este conjunto es un intervalo, la
regién de confianza se llama intervalo de confianza y esta definicién coincide
con la dada anteriormente.

1.1.3 Meétodo practico para la construcciéon de intervalos de con-
fianza.

1. Obtener una variable aleatoria g(X;, X, -+, Xp; 3) que sea funcién de
la muestra y del pardmetro desconocido cuya distribucién sea conocida
e independiente de (3.

2. Obtener un conjunto D en el rango de g para el cual valga

P(g(XlaX27 aXnaﬂ> ED):].—OZ

3. Expresar el suceso [g(X1, Xo, -+, X,; §) € D] en la forma equivalente

[ﬂ € C(X17X27"' 7X7‘b)]

La regién C'(X7, Xa, -+, X)) es una regiéon de confianza al nivel 1 — «
para (3, si ésta resulta ser un intervalo, entonces es un intervalo de
confianza.



1.1.4 Observaciones:

1.

Si
C<X17X27“' 7Xn) - (Tl(XhX??"' 7Xn>7T2<X11X27"' JX’IZ)

es un intervalo de confianza para (3 al nivel 1 — a a menudo se dice que
constituye un intervalo de confianza de 100(1 — «)% o con coeficiente
de confianza 100(1 — a)%.

. El coeficiente de confianza 1 —« es un valor que elige el experimentador.

Suele tomarse a = 0,10 (6 0,056 0,01), es decir 100(1 — a)% serd 90%
6 respectivamente 95% 6 99%.

. El coeficiente de confianza representa la probabilidad 6 proporcién de

veces que los intervalos conocidos contendran el verdadero valor de (3.

. El valor desconocido (3 es constante, mientras que los intervalos obtenidos

son aleatorios puesto que sus extremos dependen de la muestra aleatoria.
Asi, un intervalo de confianza del 95% (6 una estimacién por intervalos
al nivel 0,95) no es un intervalo fijo que contiene a 3 con probabilidad
0,95, ésto no tendria sentido pues si el intervalo es fijo el pardmetro es-
tard o no en él ( la probabilidad serfa cero 6 uno). Luego, al evaluar los
extremos del intervalo a partir de la muestra observada xq, xa,- - - , Ty,
lo que podemos decir es que si se repitieran las n observaciones varias
veces al menos el 95% de las veces acertaremos, es decir, 3 estard en el
intervalo obtenido.

Si podemos elegir entre varios métodos que dan lugar a diferentes in-
tervalos de confianza para un pardmetro desconocido (3, trataremos de
elegir el que nos proporcione el intervalo de menor longitud.

Si hay varios pardametros desconocidos hallaremos regiones de confianza
o intervalos de confianza para cada uno de ellos.

1.2 Estimacion por intervalos de confianza para la me-

dia p :

1.2.1 Para la distribucién N(u, o) cuando o es conocido:

Sea X1, Xo, -+, X,, una muestra alatoria simple de la variable aleatoria X de
distribucién N(u, o), cuando o es conocido.
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Para un nivel de confianza 1 — o consideremos el estadistico:

g X f(X—u)

=N

=

el cual tiene distribucién normal N(0,1). Sea za el valor tal que si Z es
normal estdndar satisface:

P(Z>2) =7

Si a es conocido podemos buscar este valor en la tabla de la distribucién
normal. Puesto que la distribucién normal es simétrica alrededor del origen,
se tiene que :

P(Z<-2)=73,
por lo tanto
]P’(—z% <Z<z%):1—a

Si sustituimos el valor de Z en la expresién anterior y despejando u, obten-
dremos:

_ o - g
]P)<X_\/EZ% <u<X+\/ﬁz%):1—a

es decir, con probabilidad 1 — «, i se encuentra en el intervalo aleatorio

= o = o
X— EX —Za )
( N +ﬁz2>’

dicho de otra forma: para cada muestra xi,xs,- - ,T,, el intervalo que se
obtien como estimacion es

I = i—iz i“—i—iz
B vt e

n
con nivel 1 — «, donde Z = & >~ z;. Es habitual expresar este resultado di-
i=1
ciendo que : “la estimacién de p es T con error de :I:ﬁz%
confianza 1 — a.

b

para un nivel de



1.2.2 Ejemplos:

1. A partir de una muestra aleatoria simple X, X», - -- , X,, de la distribu-
cién N(u,1) construir un intervalo de confianza para p al nivel 95%
siendo la media observada

z = 3,05; n = 100.

Usando el procedimiento anteriormente desarrollado, se obtienen que
el intervalo de confianza al nivel 95% es:

(5( _ 20,025,5( X 20,025>
10 10

donde zg 25 se obtiene en la tabla de la distribuciéon normal, hallando:

P (Z > 20,025) =1- ]P(Z < 20,025) = % = 0,025
de donde
P (Z S 20,025) =1- O, 025 = 0, 975.
De aqui se obtiene que
20,025 = 1, 96.

Luego el intervalo de confianza es

(X — 0,196, X +0, 196)

Basandonos en nuestras observaciones, sustituimos X por su valor ob-
servado para obtener como estimacién del intervalo

I = (2.85,3.25)
al nivel de confianza de 95%.

2. Si en el ejemplo anterior se desea estimar el tamano necesario de la
muestra de manera tal que con probabilidad 1 — a = 0,95 la media
muestral X se encuentre en un intervalo igual a ¢ = 0,20 unidades
alrededor de la media pde la distribuciéon se procede de la siguiente
manera: puesto que en en este caso




y lo que se quiere es que
X € (u—0.20, 1 + 0.20)

con probabilidad 0.95, tomamos € = ﬁz% = 0.20, hemos calculado en
este caso zg y obtuvimos 1.96, despejando n en la tltima ecuacién se

tiene que
1.96\°
=— | =96.04
" <020>

Si tomamos n = 97 podemos confiar en que si estimamos g por medio
de X el error serd menor que 0.20 para el nivel 0.95.

1.2.3 Para la distribucién N(x,0) cuando o es desconocido:

Sea X1, X5, -+, X,, una muestra alatoria simple de la variable aleatoria X de
distribucién N (u, o), cuando o es desconocido.
En este caso se sabe que

o/vn_
(n—gl2)51 es X3—1

y que S? y X son independientes, por lo tanto el estadistico:

(X-—p)  (X-p

Sl/\/ﬁ B S/\/n—l

tiene distribucién t de Studente con n — 1 grados de libertad, donde

1 1

i —— z; —2)%,8%= = z; — )2

) @ DS = Y (@)
=1 =1

Recordemos que la densidad correspondiente a esta distribucién es simétrica

alrededor del origen. Es fécil ver que si

T — (X—p)
n—1 Sl/\/fr_z
E(Tnfl) = 0, Var(Tn,l) = %, lim V(IT(Tnfl) =1.

n—o0



Usaremos una notacién andloga al caso anterior, llamando tn—1,g el valor tal
que si T},_1 es t—Student con n — 1 grados de libertad

P (Tn,1 > tnfl,%) = —.

entonces se tendrd que

P _tnfl,a < (X < tnfl,%> =1—«

2 S1/vn
]P) X— %tn_L% < ILL <X+%tn_17%> = 1—05

siendo, el intervalo aleatorio

- S - S
X — tnf &, X tnf el
( A AR )
el intervalo de confianza para p al nivel 1 — a.

Asi, a cada muestra xq, xs, - - - , T,,le corresponde la estimacién por inter-
valo

S S
I= <9_c — ity 0,7+

1
—tp_1a
Jn e NG 172)

al nivel 1 — . A este nivel “la estimacion de y” es T con error de :I:%tn,l% .

1.3 Estimacién por intervalos de confianza para o? :
1.3.1 Para la distribucién N(u, o) cuando p es desconocido:
Sea X1, X5, -+, X, una muestra aleatoria simple de la variable aleatoria X

de distribuciéon N (u, o), con py o son desconocidos. Fijemos un nivel 1 — «
y consideremos el estadistico

1 ¢ o2 _ (n—1)87
) (Xi — X)" = T2
i=1
el cual tiene distribucion chi- cuadrado con n — 1 grados de libertad. Esta
densidad no es simétrica alrededor del cero. Queremos hallar un intervalo tal

que

P(a<xg_1<b):1—a,]P()c3_1zb):P(Xg_lga):%



1 a. Asi tendremos:
K

w|Q

despejando o2 obtenemos:

Pl

n—-11-%

(n-1S _ . _ (=18}
i

T

obteniéndose como intervalo aleatorio de confianza para o

(n =18} (n-1)5¢
xi—l,l—%’ 35721—1,%
al nivel 1 — a.Si queremos estimar o con S? en lugar de S} = 2557,
obtendremos el intervalo:
nS? nS?
‘T?z—l,l—g 7 ‘ri—l,%

1.3.2 Para la distribucién N(u, o) cuando p es conocido:

En este caso podemos hallar el intervalo de confianza para o como lo hicimos
para p cuando o es conocido, pero en este caso despejamos o en lugar de
1. Se recomienda estimar ¢ usando el estadistico del caso anterior el cual no
depende de .

1.4 Intervalos de Confianza para 1, — i, en el caso Nor-
mal:

Un problema importante es la comparacién de las medias de dos poblaciones.
Por ejemplo, podria desearse comparar la efectividad de dos métodos de
ensenanza. Para ésto, los estudiantes se dividirian en dos grupos, con uno de
ellos se usarfa el método A y con el otro el método B. Entonces habria que
hacer inferencias respecto a la diferencia en el aprovechamiento promedio de
los estudiantes, medido en base a alguna prueba.

En este caso se consideran dos poblaciones, la primera con media py; y
varianza o3 y la segunda con media p, y varianza o3 .

9



Se extrae una muestra aleatoria de n; observaciones de la primera poblacién
y una muestra aleatoria de ny observaciones de la segunda poblacién y se
supone que las muestras se extraen independientemente.

Sean X, X5, ---,X, la muestra alatoria de la primera poblacién con
distribuciéon N(py,01)y Y1, Ys, -+, Y, la muestra alatoria de la segunda

poblacién con distribucién N(p,,03), X — Y es un estimador puntual de
[y — [o, insesgado pues:

B(X - V) =B(X) - B(Y) = — py

y consistente, pues

2 2
Var(X —Y) =Var(X)+ Var(Y) = T+ 22 0,0y, 0y — 0.
T Mo

1.4.1 Para la distribucién Normal cuando o; y 0, son conocidos,
al nivel 1 — a:

El estadistico

X =Y — (g — po)

2 2
91 4 %2
ni ng

7 =

tiene distribucién N(0,1). Tomando zg tal que

se tiene que
]P)(—z% <Z<z%) =1—-«a

despejando pi; — pi4, Obtenemos:

y 91, %

P X—Y—z% =1-aq.

De aquf que un un intervalo aleatorio de confianza para (i, — 5 81 01y 03 son
conocidos, al nivel 1 — « es:

2 2 2 2
= — g g = — g ag
X — YV — 2a —1+—2,5<—Y—|—Zg _1+_2

2\l ny 2\ ny

10



1.4.2 Ejemplo:

Se compara la calidad de dos tipos de neuméticos para automaéviles probando
muestras de ny = ny = 100 neuméticos de cada tipo. Para ésto se observa
el nimero de kilémetros recorridos hasta que se produce un desgaste que se
define como una cierta cantidad de desgaste. Se supone o2 = 1.400.000, 02 =
1.960.000 ambos conocidos y que la distribucién de los recorridos es normal.
Como resultados de las pruebas se obtuvo x = 26.400K'ms., y = 25.100K'ms.

Estimemos mediante un intervalo de confianza de 0.99 la diferencia de las

medias:
1—-a=0.99,a= 0.01,% = 0.005, ze = 2,5758

V3 + 2 = 183,0303; X — Y = 1300

Asf obtenemos como intervalo para p; — ps

(827, 8481; 1772, 1519)

al estimar p; — py por X — Y se comete un error de estimacion de

2 2
tray [ 2+ 22 = 1472 1519Kms.
2 nq N9

1.4.3 Para la distribucién Normal cuando o,y 05 son desconocidos
pero iguales, al nivel 1 — a:

Si

0'120'220',X1,X2,--- aXn e Y713Y727"' 7Yn

son dos muestras independientes de distribuciones N (1, 01)y N (po, 02) respectivamente,
consideramos el estadistico:

X_Y_(,Ul_/@)

T —
1 1
Vo T e
con ) )
G2 — (n1 - 1)51 + (ng — 1)53
P ny + no — 2
siendo




El estadistico T tiene distribucién ¢t— Student con n; 4+ ny — 2 grados de
libertad. Un intervalo de confianza para p, — u,, en este caso se obtiene
haciendo:

P (_tn1+n272,% < T < tn1+n272,%) =1l-«a

donde o
P (Tn1+n2—2 Z tn1+n2—2,%) = 5

Despejando 1, — py obtenemos:
]P(X Y — Sptuying-2,84/2 X—?—i—Sptnﬁm_Q’%‘/nileniZ) _
l-«

De aquf se deduce que el intervalo de confianza aleatorio para p; — s
cuando o7 = 09 = o es desconocido serd

/1 1 1
(X Y S tn1+n2 2, _ + - X Y + S tn1+n272,% n_ + n_) .
1 2

1.4.4 Observacion:

Si n es grande (n > 30),las tablas de la distribucién ¢ con n grados de
libertad dan la aproximacién normal. De allf que si ny +ny —2 > 30, resolver
el problema para 0, = 05 = ¢ desconocido es equivalente a usar el intervalo
de confianza para j1; — p1, con oy y 0, conocidos e iguales estimdndolo con S,
que es un estimador insesgado de o. Observe que

1 1 5’2 52
Sptn1+n272,% \/ n_l + 77,_2 - tn1+n2 2,3 Tl_zl) + n_z

ysing+ng—22> 30,tn1+n2,2,%

I

za.,
2

1.4.5 Preliminar: Distribucién F o de Snedeccor.

SiY; y Y5 son variables aleatorias independientes de distribucién Chi-cuadrado
con ny y ny grados de libertad, respectivamente, la distribucién del cociente

Y

_
2=y
n2

12



se denomina distribucién F o de Snedeccor.
Se deja como ejercicio, utilizar las técnicas conocidas del curso de proba-
bilidades para demostrar que la densidad viene dada por:

ny

2 o1
fr(z) = b <1 22 (m) S — siz>0
F(5)T (%) \n2 (1 n m) 2

Los parametros n; y ns suelen denominarse grados de libertad de la distribu-
cion.

Los fractiles de esta c%/istribucién se encuentran en las tablas. Es decir si
1

denotamos por Fy, », = v+, hallardn
n2

P (Fn1 ng — fnl,nza) =u

para « pequenos. Por lo tanto si queremmos hallar

P (F"M"bz Z fn1,n21,;a) =1—«

con « pequeno, como 1—a es grande no podran utilizar la tabla directamente.

Note que Fpy, ny = foi o €quivale a ¥ < —L— por lo tanto

- f"17"217;a

l—a=P (Fn17n2 Z fn1,n21_;a) =P (Fn2, < +> =

m — fn1;n217;a
1-P <Fn27n1 > m) , por lo tanto PP (Fnzm1 > m =«

1
Frgre

de donde se concluye que fi,, n,, .. =

a
1.5 Intervalo de confianza para ! cuando p, y y, no se
conocen:

Consideramos el estadistico

9]
=

(n1-1)

_ 9 (n1—1)
Fnl—l,nz—Q - % - S%
22 no—1)22

U% ( 2 )0_%

(n2—1)
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que tiene distribucién F con pardmetros n; — 1 y ny — 1 (del numerador y

2 . e .
L tiene distribucién Chi-

-2
o1

del denominador respectivamente), pues (n; — 1)

cuadrado con n; — 1 grados de libertad y (ng — 1)i—§ tiene distribucién Chi-
2

cuadrado con ny — 1 grados de libertad donde S? y S2 son independientes. Se
obtiene el siguiente intervalo de confianza para el cociente de las varianzas

3.
o2"
2 2
(N
52 fn1*1,n2*17% 52 ?
1

al nivel 1 — o, donde f,,, 1, 10 = ———
) fnz 1,n1-1,5 fnlfl,ngfl,lf% y
St
of
P fn1_17n2_1’1_% < 52 < fm—l,nz—l,% =1—-«a
5
o3

1.6 Intervalos de Confianza para muestras grandes:
1.6.1 Para la proporcién pde la Distribucién de Bernoulli:

Sea X1, X5, -+, X, una muestra aleatoria simple de la variable aleatoria X
de distribucién de Bernoulli de pardmetro p.Queremos construir un intervalo
de confianza para p al nivel 1 — .

En definitiva lo que se quiere estimar es la proporcién de elementos de
una poblacién que tienen una determinada caracteristica (por ejemplo, pro-
porcién de machos en una poblacién 6 proporcién de éxitos).

En este caso la muestra no es normal, pero si la muestra es grande
podemos valernos del teorema central del limite para tener una aproximacion

Normal de X.Es decir,

1 n
X==>"X
g
es un estadistico insesgado y consistente de p, ya que
_ _ 1—
E (X) o Var(X) = 21=P)
n

asi el estadistico -
X—p

p(1-p)
n

14



es aproximadamente normal estdandar.

1.6.2 Si o =p(l—p) es conocido:

En este caso no hay nada que estimar, pues se conoce p.

1.6.3 Si o =p(1—p) es desconocido:

La distribuciéon de B
X—p

p(1—p)

es normal estdndar si n es grande. Si en lugar de éste estadistico, estimamos
. A A A -
la varianza por p(1 — p) donde p = X, se puede demostrar que

para n grande, es aproximadamente normal estdndar. Observe que

p(

S
=

X—p X-—p

1
1

\/2(179) \/p(lfp) p(1-p)

— 1 probabilidad, pues ]A) = X es un estimador consistente de p.

p(-p)

pA-)

De aqui se deduce que:

X —
Pl —z22 < = Zi <zg | =l-a
p(1—p)
y de aqui:
A A A A
_ 1— _ 1—
PlX—zg o p><p<X+zg pl=p) =1—«
n

15



El intervalo obtendo al (1 — «)100% de confiabilidad, viene dado por:

A A
1_ —
_ _ZQ,/ X4 ozey /PP
2 n

donde ]/5 = 2. El error que se comete al estimar p = X, que es la frecuencia

AN AN
. L. 1— .
relativa de éxitos es de +za @, donde zg verifica:

P(Z > za) =

| e

si Z tiene distribucién normal estdandar.

1.6.4 Comparacién de proporciones:

Sea X1, X, - -+, X,,, es un muestra alatoria de de una variable aleatoria X con
distribucién B(p;)y Yi,Ys, -+, Y, es una muestra alatoria de una variable
aleatoria Y con distribucién B(ps), X e Y independientes, n; y ny grandes
un intervalo de confianza para p; — ps al nivel 1 — « es:

X_y_zg\/x(l—X)Jr?(l—Y) X_Y+Z%\/x<1_x>+y<1_y>

ni n2 ’ ny na

1.6.5 Para el pardmetro \ de la distribucién de Poisson.

Si Xq, Xo, -+, X, es un muestra alatoria de una variable aleatoria X con
distribucién de Poisson de pardmetro A y queremos construir un intervalo de
confianza al nivel 1 — « para A, cuando n es grande, por el teorema central
del limite, se tiene que:
X=X
A
n

es aproximadamente normal estdndar. De aqui se obtiene que:

Pl —ze <
2

<za | =1—«
2



y despejando el pardmetro desconocido

P(X—ZQ\/§</\<X+ZE\/§>:1—04
2V n 2V n

de este igualdad, usando el método grafico para resolver inecuaciones, se
obtiene:

Zz 1 4X 2% _ za 1 [4X 7
I=|X+2 s bR XL a2
+n 272 n2 n+22 +n2

en la practica, se opera como en el caso de la distribucién de Bernoulli, es
A
)

)
decir, estimamos la varianza por A =  y usando la aproximacién normal
para n grande podemos suponer que

X -

es normal estdndar. Obtenemos asi, un intervalo de confianza méds simple

A A
I=|X—za —<)\<X+Zg —
2¥n 2¥n

1.6.6 Ejercicio:
Hallar un intervalo para la media (3 de la distribucién exponencial de pardametro
ﬁ , es decir, de densidad:

l _Zz
5€ ﬁ,'m >0
0  sino.

1.7 Construcciéon de Intervalos de Confianza a partir
de la Desigualdad de Tchebychev.

f(z)

Si Y es una variable aleatoria se puede probar que si e > 0
1 2
P(Y]2¢) < 5B (Y?)
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A
sea (0 un pardmetro desconocido de la distribucién de Y y 3 su estimador.

1
2

A A 2 I
Si R(B) =E (ﬂ — [3) y Y = 828 obtenemos que
R(B)
1 2 1 2
;E(Y ) == puesE(Y ) =1
de aqui se obtiene
A
Pl <e) 21-5
€

R(B)

despejando el pardmetro desconocido

P(ﬁ—eR<%>s5sﬁ+gR<ff>> s1-L

N
Este intervalo de confianza esta basado en el estimador 3y su error cuadratico
medio. La desventaja practica de este método es que se obtienen intervalos
demasiado grandes.

1.8 Otro método de construcciéon de intervalos de con-

fianza:

A
Si se conoce la distribucién del estimador 'y esta depende del pardmetro (5 a
estimar, se pueden hallar a(3) y b(3) tales que

A
P(am < b <09) - 1-a
y despejando el pardmetro se obtiene el intervalo de confianza.

1.8.1 Ejemplo: Distribucién uniforme en [0, j] .

Recordemos que el estimador de maxima verosimilitud de 3 es

maX(X17 X27 ot JX’n)

A A
cuya esperanza es ' /3;si tomamos 3 = '”T“ max (X, Xo, -+, X,,), B es ins-
esgado.

18



A
La densidad de 3 es:

0 sino

{ S, 0 <z < g
- - n

Supongamos que queremos hallar a y b tales que
A
P(agﬁgb) =1—a=0.90
Hallamos a y b verificando las siguientes ecuaciones:

P(%Sa) = 0.05, P(bzg) =0.05

obtenemos como solucidon

1 1 A 1 1
P ((0.05)Z nt g <5< (0.95)% - ﬁ) — 0.90
n
de donde:
P ma,X(Xl,Xg,-l-- , Xn) <g< maX(Xl,Xg,-l-- , Xn) — 0.90
(0.95)7 (0.05)~
Observe que si estimamos por max(X;, Xo, -+, X,,) se obtiene el mismo in-

tyervalo de confianza para (3.

1.9 Datos Apareados:

Si (X1,Y1), -+, (X,, Y,) es una muestra aleatoria simple de (X,Y),y D =
X —Y, si D es normal N(u,0?),entonces Dy, - - - D,, es una muestra aleatoria
simple de D, D; = X; — Y, con distribucién normal N (u,o?). Para obtener
intervalos de confianza par i y o se procede como en el caso de una muestra
unidimensional, es decir:

1.9.1 Intervalo de Confianza para p al nivel 1 — « :

Si o es conocido:

Si o es desconocido:
I = (D — tn_lgi, D+t, 1 gi)
n n



1.9.2 Intervalo de Confianza para o2 al nivel 1 — a:

. ((n—ns% (n—l)S%)

Xr?—l,% 7 er—u—%
donde
1 « _
S2 — D; — D)%
- 0= D)
Note que si

E (X)) = p, Var(X;) = o1, E (Vi) = pp, Var(Y;) = 03
E(X; =Y) = p — pp = p, Var(X; = Y;) = 01 + 03 = 0?

si X e Y son independientes. Si no lo son
0? =03+ 05 —2Cov(X,Y) = 02 + 03 — 2p0109.

Ejemplo de una muestra con datos apareados.

Se quiere saber si un farmaco tiene el efecto colateral de levar la presién
sitolica sanguinea. Se seleccionan en forma aleatoria n personas de diferentes
edades y condiciones de salud. En condiciones controladas de laboratorio se
toma la presion sanguinea a cada persona, luego se les administra el farmaco
y nuevamente se toma la presién. Obtenemos asi observaciones apareadas:
(X1,Y1), -+, (X,,Y,) de presiones sanguineas de cada sujeto, antes y después
de administrar el farmaco.
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Intervalos de Confianza (Parte I)
Estadistica- Practica N° 7

1. Los datos que a continuacién se dan son los pesos en gramos del con-
tenido de 16 cajas de cereal que se seleccionaron de un proceso de
llenado, con el propésito de verificar el peso promedio:

506 508 499 497
503 504 510 512
514 493 496 506
502 509 496 505

Si el peso de cada caja es una variable aleatoria normal con una desviacion
estdndar igual a 0 = 5grs., obtenga los intervalos de confianza estima-
dos del 90%, 95% y 99% para la media de llenada del proceso.

2. Una finca cuadrada tiene lado L. Suponga que, si medimos esta lon-

gitud L,la medicién, debido a diversos errores, sigue una distribucién
N(L,1).

En 100 mediciones se ha obtenido una media muestral de 325mfts..Si
usamos ésta como estimacioén de L, obtenga un intervalo de confianza
de 95% para L. Calcule el minimo tamano que debe tener la muestra
para que en la estimacién de L se cometa un error maximo de 0.1mts.
con una probabilidad de 0.95.

3. Se hace un envio de latas de conserva, de las que se afirma que el peso
medio es de 1000grs.. Se examina una muestra de 5 latas, obteniéndose
los siguientes pesos:

995 992 1005 998 1000

en gramos. Encuentre un intervalo de confianza del 95% para el peso
medio de las latas. En base al intervalo obtenido, aceptarfa Ud. la
afirmacién de que p = 1000grs.?

4. Un fabricante de cauchos asegura que un tipo de caucho tiene una
vida 1til media de aproximadamente 43000 millas. Para verificar esta
afirmacién se prueban 10 cauchos en una rueda de prueba que simula las



condiciones normales de rodaje. Los tiempos de vida que se obtienen
(en miles de millas) son:

42 36 46 43 41 35 43 45 40 39

Calcule el intervalo de confianza apropiado y decida si estos datos con-
firman o no la afirmacién del fabricante. Hégalo al nivel (1 — «) para
los valores de « igual a 0.2,0.1,0.05 y 0.01. Discuta los resultados.

. Halle un intervalo de confianza al nivel (1 — «) para o correspondiente
a una distribucién normal con media y = 0 y o desconocido a partir
de una muestra simple X7, - -- X, de esta distribucién.

. Sea X el nimero de horas semanales que trabajan los ingenieros de
una gran planta industrial. Suponemos X normal y queremos estimar
su varianza. Para esto se selecciona una muestra de 21 ingenieros de
la planta y se observa que la desviacién de la muestra es de 7 horas.
Calcule el intervalo de confianza del 90% para la verdadera desviacion.

. Los errores aleatorios que se cometen en las pesadas de una balanza
siguen una distribucién N (u, 0?). Se realizan 9 pesadas, comprobandose
los siguientes errores (en mgs.) :

—-0.07 03 18 —-0.1 2.0 2.3 0.62 0.12 1.4

(a) Encuentre un intervalo de confianza del 95% para py un intervalo

de confianza del 95% para 2.

(b) Aceptaria Ud. la afirmacién del fabricante de balanzas, de que los
errores cometidos en las pesadas siguen una distribucién N(0,1)?

. Se administraron 2 nuevos medicamentos a pacientes con padecimiento
cardiaco. El primer medicamento bajé la presiéon sanguinea de 16 pa-
cientes en un promedio de 11 puntos con una desviacién de 6. El segundo
medicamento bajé la presién sanguinea de otros 20 pacientes en un
promedio de 12 puntos con una desviaciéon de 8. Determine un inter-
valo de confianza del 99% para la diferencia en la reduccién media de la
presién sanguinea, al suponer que las mediciones tienen distribuciones
normales con varianzas iguales. Qué se puede concluir?



9.

10.

Una compania de seguros trabaja con 2 talleres, Ay B. La compania
sospecha que el taller A tiende a cobrar mas que el taller B. Para veri-
ficar ésto, se pide a ambos talleres que hagan un avaliio del costo para
reparar 15 vehiculos, los mismos en ambos talleres, obteniéndose (en
miles de bolivares) los siguientes datos:

Vehiculo 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Taller A 76 102 95 13 30 63 53 62 22 48 113 121 69 76 84
Taller B 73 91 84 15 27 58 49 53 20 42 110 110 61 67 75

A los niveles de confianza 90,95y 99%, decida si estos datos presentan
o no evidencia para aceptar que el taller A tiende a sobre facturar.

Un problema importante es el de fijar criterios acerca de la cantidad
de sustancias quimicas téxicas que se puede tolerar en aguas de rios
y lagos. Una medida comin de toxicidad de una sustancia es la con-
centracion de ésta que es capaz de matar el 50% de una especie de
peces en prueba en un tiempo determinado. Esta medida se denomina
CL50 (concentracion letal que mata el 50%).

(a) Para insecticida DDT'y una cierta especie de peces, las medidas
de C'L50 (en partes por millén) en 12 experimentos fueron:

16 5 21 19 10 5 8 2 7 4 9 2
Suponiendo normalidad, estime la media de C'L50 para D DT, con
un coeficiente de confianza del 90%.

(b) Otro insecticida comun, el Diazinon, di6 las siguientes medidas
para su C'L50, en tres experimentos:

7.8 16 1.3

Encuentre un intervalo de confianza del 90% para la diferencia de
las medias de C'L50 para el DDT' y el Diazinon (suponga igualdad
de varianzas). Se puede concluir aqui que algunos de los insecti-
cidas es menos letal?

(c) Serealizaron 7 experimentos mas para medir el C'L50 del Diazinon
obteniendo los siguientes resultados:

46 1.2 105 6.3 15 7.1 1.8

Repita la parte anterior tomando los 10 datos para el Diazinon.
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11.

12.

Un fabricante asegura a una compania que le compra un producto
regularmente, que el porcentaje de productos defectuosos no es mayor
dle 5% . Para comprobar la afirmacién del fabricante, la compania
selecciona de su inventario, 200 unidades de este producto y las prueba.
Se descubren un total de 19 unidades defectuosas en la muestra, debera

sospechar la compania de la afirmacién del fabricante? Utilice 95% de
confiabilidad.

La Camara de Comercio de una ciudad se encuentra interesada en es-
timar la cantidad de dinero promedio que gasta la gente que asiste a
convenciones, calculando alojamiento, comida y entretenimiento por
dfa. De las distintas convenciones se seleccionaron 16 personas y se
les pregunté la cantidad que gastaban por dfa. Se obtuvo la siguiente
informacién en ddélares:

150 175 163 148 142 189 135 174
168 152 158 184 134 146 155 163

si suponemos que la cantidad gastada en un dia es una variable aleatoria
con distribucién norma, obtenga los intervalos de confianza estimados
del 90,95 y 98% para la cantidad promedio real.
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Intervalos de Confianza (II)
Estadistica. Préctica N°8

1. El tiempo de compras de una muestra aleatoria de 64 clientes de un super-
mercado dié un promedio de 33 minutos con una desviaciéon de 16 minutos.
Estime el verdadero tiempo de compras por cliente con un intervalo de con-
fianza del 90%. Suponga distribucién normal.

2. Si se utiliza X como estimador la media p, demuestre que podemos tener
el (1 — «)100% de confianza en que el valor absoluto del error ‘X — pJ) , 1O
excederd una cantidad prefijada e, cuando el valor de la muestra sea

220-2
n:<2) .
(&

Suponga distribucién normal.

3. Supongamos que tenemos una muestra grande de una distribucién de Bernoulli
de pardmetro p. Demuestre que podemos tener por lo menos el (1 —a)100%

A o
de confianza en que el valor absoluto del error ‘ p — p|, cuando utilizamos la
proporcién de la muestra para estimar p,no excederd una cantidad e especi-
ficada cuando el tamano de la muestra sea

z

n = )
4e?

R N

4. En una cierta poblacion se desea conocer la proporcion de individuos alérgi-
cos al polen de Acacias. En 100 individuos escogidos al azar se observaron
10 alérgicos.

1. Hallar el intervalo de confianza del 95% de la proporcién pedida.

2. Cudntos individuos se deberian observar para que, con probabilidad
0.95, el error maximo en la estimacién de alérgicos sea del 1%.

3. Conteste la pregunta anterior si Ud. no dispone de ninguna muestra
ya examinada de la poblacion.

5. Un remedio topico para la calvicie, el Minoxidil, se administré a un grupo
de 310 hombres calvos, de los cuales el 32% observé crecimiento de cabello



nuevo. Simultdneamente se administré un placebo a un grupo de 309 hom-
bres calvos, de los cuales 20% observé crecimiento de cabello nuevo. A
partir de estos datos, al nivel de confianza del 95%, qué puede decir de la
efectividad del Minoxidil?.

. Se supone que el nimero de erratas por pdgina de un cierto libro sigue una
distribucién de Poisson. Elegidas al azar 95 pdginas se obtuvo:

Numerodeerratas 0 1 2 3 4 5
Nimero de paginas 40 30 15 7 2 1

Hallar el intervalo de confianza del 90% para el nimero medio de erratas por
pégina en el libro.

1. Usando el Teorema Central del Limite.
2. Usando la desigualdad de Chebychev.

. Sea X una variable aleatoria con distribucién Gamma de pardmetro p = 2
vy A desconocido, es decir la densidad de X es:
)\2
f(z) = W:ce’”, x> 0.
1. SiY = 2)\X, pruebe que Y tiene distribucién chi-cuadrado con 4 grados
de libertad.

2. Utilice la parte anterior para hallar un intervalo de confianza del 90%
para A.

. Se han medido los siguientes valores (en miles de personas) para la audiencia

de un programa de TV en distintos dfas: 521,742,593,635,788,717,606,639,666,624.
Construir un intervalo de confianza para la audiencia media y otro para la
varianza, bajo hipétesis de normalidad, al 99% de confianza.

. El nimero diario de piezas fabricadas por una maquina A en cinco dias ha
sido: 50,48,53,60,37; mientras que en esos mismos dias una m&dquina B ha
hecho: 40,51,62,55 y 64. Se pide:

1. Construir un intervalo al 95% de confianza para la diferencia de las
medias entre ambas maquinas, suponiendo la misma varianza y dis-
tribuciéon normal.



2. Construir un intervalo para el cociente de las varianzas al 95% de con-
fianza.?* Es posible suponer que las varianzas son iguales?

3. Utilizando el mismo estimador de la varianza commin hallado en la
primera parte de este ejercicio, halle el tamano muestral n de am-
bas muestras para que al nivel de 95%, la longitud del intervalo de
confianza para la diferencia de las medias sea 8 unidades.

10. Suponga que se mide un objeto independientemente con dos procedimien-

11.

tos de medidas diferentes. Sean L; y Lo las longitudes medidas obtenidas
con cada método. Si cada método estd correctamente calibrado podemos
suponer que E(L;) = E(Ly) = L, la longitud verdadera. Los métodos no
tienen necesariamente la misma exactitud, si medimos la exactitud mediante
la varianza, entonves Var(Ly) # Var (Ly). Si Z = aL; + (1 — a)Ls como
nuestro estimador de L, es inmediato verificar que es insesgado. ?‘Para qué
valor de a € (0,1) es minima la varianza de Z7

Una muestra de 400 candidatos politicos, 200 escogidos al azar en el este y
200 en el oeste, se clasificé teniendo en cuenta si el candidato tuvo respaldo
de un sindicato nacional y si el candidato gané la elecciéon. Un resumen de
los datos es el siguiente:

Oeste Este
Ganadores respaldados por el sindicato 120 142

Encuentre un intervalo de confianza del 95% para la diferencia entre las
proporciones de ganadores respaldados por el sindicato, en el oeste y en el
este.
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Capitulo IV
Prueba de Hipdtesis

Marfa Margarita Olivares

Mayo 2004

1 Introduccion:

En los capitulos anteriores hemos resuelto el problema de obtener medidas
aproximadas de pardmetros de los que depende la distribucién de un conjunto
de observaciones. Ahora queremos tomar decisiones acerca de esos mismos
pardmetros. El tipo de decisién que vamos a considerar es el siguiente

“ sabemos que el pardmeetro (3 pertenece a un cierto espacio de pardmetros
B. Dado un subconjunto Byde B queremos decidir si resulta razonable
admitir que 3 € By 6 si debemos rechazar esta suposicién”,

es decir, consideraremos el estudio de la prueba o contraste de una hipéte-
sis.

Una hipétesis estadistica es una afirmacién con respecto a alguna carac-
teristica desconocida de una poblacién de interés. La esencia de probar una
hipétesis estadistica es el decidir si la afirmacién se encuentra apoyada por
la evidencia experimental que se obtiene a través de una muestra aleatoria.

Tlustremos con un ejemplo la nocién de una hipétesis estadistica: “se tiene
interés en probar la eficiencia de una nueva vacuna contra la gripe o resfriado
comin”, para ello se inyectan 10 personas con el suero y se observan por el
periodo de un ano. Ocho personas pasaron el invierno sin resfriado, ?‘resulta
razonable admitir la eficiencia del nuevo suero basdndose en el resultado
experimental obtenido?.

El razonamiento que se utiliza en una prueba de hipétesis estadistica
es parecido al procedimiento que se usa en una corte judicial: “ al juzgar



un hombre por robo, la corte siempre asume que el acusado es inocente,
mientras no se pruebe lo contrario. El fiscal trata por todos los medios de
presentar evidencias que contradigan la hipétesis de inocencia del acusado y
de conseguir su condena”. En el problemas estadistico del ejemplo, la vacuna
es el acusado, la hipétesis de prueba, llamada hipétesis nula, es que la vacuna
no es efectiva. El experimentador hace papel de fiscal, estd convencido de
que su vacuna es efectiva y trata de usar la evidencia contenida en la muestra
para rechazar la hipétesis nula.

Intuitivamente procederiamos seleccionando el niimero Y de personas que
no contraen el resfriado, como una medida de la cantidad de evidencia en la
muestra. Si Y resulta muy pequeno se tendria poca evidencia para rechazar
o apoyar la hipétesis nula, si Y resulta grande, rechazarfamos la hipdtesis
nula, concluyendo asf que la vacuna es efectiva. De hecho, si la hipétesis nula
fuese cierta (y la vacuna fuese ineficaz) la probabilidad de pasar el invierno sin
resfriado serfa p = 3, el promedio E (Y') = np = 5. Existen valores de Y tales
como Y =106Y =0,1,2,3,4,5 que permitirfa a cualquier persona tomar
una decisién intuitiva respecto al rechazo o no de la hipétesis nula (vacuna
ineficaz). Perosi Y =7,8,9,7° qué se podria decir?. Ya sea que usemos un
procedimiento objetivo o subjetivo, seleccionarfamos aquel que tenga menor
probabilidad de tomar una decisién incorrecta. Un instrumento para tomar
decisiones, es llamado, estadistico de prueba. En nuestro ejemplo, el nimero
de personas no afectadas por el resfriado es suficiente como estadistico de
prueba:

Y = n?de personas no afectadas por el resfriado

el Rango de Y es
R(Y)={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}

Estos valores se dividen en dos grupos: uno llamado regién de rechazo y el
otro region de aceptacion. Después de realizar el experimento, si Y toma un
valor en la regién de rechazo, la hipétesis nula es rechazada, de lo contrario,
el experimentador no rechaza la hipétesis ya que la muestra no presenta su-
ficiente evidencia como para rechazar la hipétesis. (Posteriormente veremos
que se rechaza o se acepta la hipétesis nula solo si los riesgos de una decisién
errénea son conocidos y pequenos).
Supongamos que en nuestro ejemplo hemos escogido

{Y = 869610}



como region de rechazo y los otros valores como regién de aceptacion, puesto
que observamos Y = 8 personas sin resfriado, rechazamos la hipétesis nula
de que la vacuna es ineficaz y concluimos que la probabilidad de pasar el
invierno sin ningin resfriado es mayor que p = % cuando se usa la vacuna.

Podriamos preguntarnos: ?* cudl es la probabilidad de rechazar la hipéte-
sis nula siendo cierta?. Esto no es més que la probabilidad del evento

{Y = 869610}

sip= % y esta probabilidad es

10 10 1 k 1 10—k
IP’(YzSéY:9o’Y:10):Z(k>(§> (5) = 0,055

k=8

Puesto que hemos decidido rechazar la hipétesis nula y la probabilidad de
error es pequena , podemos estar razonablemente seguros de haber tomado
una decisién correcta.

El fabricante de la vacuna se enfrenta a dos tipos de errores posibles:

1. Error de tipo I: rechazar la hipétesis nula y concluir equivocadamente
que la vacuna es eficaz ( esto podria conducir a desarrollar programas
costosos de producién y grandes pérdidas financieras).

2. Error de tipo II: no rechazar la hipétesis nula y concluir equivocada-
mente que la vacuna es ineficaz ( aqui el productor perderia las utili-
dades potenciales derivadas de la venta de la vacuna).

La probabilidad de estos dos tipos de errores, o y (3 respectivamente, se
relacionan inversamente. Un aumento del tamano de la muestra proporciona
mds informacién para tomar la decisién y por tanto reduce tanto o como (5. El
experimentador selecciona los valores a y 3 y luego, la regién de rechazo; el
tamano de la muestra se escoge de acuerdo a estas probabilidades.

En nuestro ejemplo, llamando Hj la hipétesis nula y H; la hipotesis al-
ternativa

Hy: p=05

Hy: p>05

a = P (Rechazar Hysiendo cierta) = P (Y = 8,9,10/p = 0.5) = 0.055
3, = P (Aceptar Hysiendo falsa, para p > 0.5)

en particular, 8, =P (Aceptar Hysiendo falsa, para p = 0.9) =
P(0,1,2,3,4,5,6,7/p=0.9) = 0.07
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Estos valores
a = 0.055, B,¢=0.07

dan una medida de los riesgos de cometer alguno de los errores posibles para
esta prueba.

2 Conceptos Basicos:
Una prueba estadistica implica cuatro elementos:

1. La hipdtesis nula
2. La hipétesis alternativa
3. El estadistico de prueba

4. La region de rechazo

2.1 La Hipdtesis Nula:

Se indica simbdlicamente por Hjy establece la hipétesis sometida a prueba.
Asi Hjespecifica valores para uno 6 mds pardametros de la poblacién. En
el ejemplo anterior, la hipdtesis nula es p = 0.5, y puesto que en este caso
Hj especifica un solo valor para el pardametro p, recibe el nombre de hipétesis
simple, de otra forma se conoce como hipétesis compuesta, por ejemplo si
H[) Y S 0.5.

2.2 La Hipdtesis Alternativa:

Se indica simbdlicamente como Hjla cual debe reflejar el valor posible 6
intervalo de valores del pardmetro de interés, si la hipétesis nula es falsa, asf,
la hipétesis alternativa representa una forma de negacién de la hipétesis nula.
H; puede ser simple o compuesta. En nuestro ejemplo, H; es p > 0.5 (es una
hipétesis compuesta). A pesar de que no se pretende generalizar, en muchas
ocasiones es deseable establecer una hipétesis nula que sea méds especifica
que la alternativa. De esta manera la hipétesis nula es generalmente simple
y mientras que la alternativa es compuesta.



2.3 El Estadistico de Prueba:

La decisién de rechazar o de aceptar la hipdétesis nula se basa en la infor-
macion contenida en una muestra extraida de la poblacién de interés. Los
valores de la muestra se usan para calcular un sélo nimero, este nimero
actia como ente que toma decisiones y lo llamamos estadistico de prueba.

2.4 Regién de Rechazo:

El conjunto de valores o rango del estadistico de prueba se divide en dos
conjuntos 6 regiones. Si el estadistico de prueba calculado a partir de una
muestra especifica asume un valor dentro de la regién de rechazo, entonces
la hipétesis nula es rechazada y decidimos a favor de la alternativa. Si este
valor cae fuera de la regién de rechazo (cae en la regién de aceptacién), no
se rechaza H lo cual no debe interpretarse como equivalente a que Hy deba
ser aceptada sino que simplemente, la informacién experimental que se tiene
no conduce a rechazarla.

De todo lo anterior se deduce que dadas las hipétesis a probar: Hy y H;
y dado el conjunto de variables sobre la que se basa la prueba, disenar esa
prueba consiste en elegir la regién de rechazo.

2.5 Tipos de Errores:

Al llevar a cabo la prueba de una hipétesis Hy contra Hi, el resultado puede
ser rechazar Hyo bien no rechazar Hj.Por otra parte puede ser que en la
realidad la hipétesis Hyse cumpla o que no se cumpla. Denotamos por R la
regién de rechazo y por T'(Xi, Xa, -+ , X,,) el estadistico de prueba.

1. Error de primera especie o tipo I: Cuando Hjse cumple y nuestra de-
cisién es rechazarla, cometemos un error llamado de primera especie o
tipo I. La probabilidad de cometer este error la denotaremos por:

Od:]P)(T(Xl,XQ,“' ,Xn) ER|H0) :PHQ (T(Xl,Xg,“' ,Xn) ER)

2. Error de segunda especie o tipo II: Cuando Hyno se cumple y no la
rechazamos, cometemos un error llamado de segunda especie o de tipo
II. La probabilidad de cometer este error la denotamos por

ﬁ = ]P)(T(Xl,XQ," . ,Xn) € R° | Hl) = ]P)Hl (T(Xl,XQ,' .- ,Xn) € Rc)
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donde R¢es el complemento de la regiéon de rechazo, es decir, es la
regién de aceptacién.
2.6 Potencia de la Prueba:
=1 _B :PHI (T(X17X27"' 7Xn) S R)
es la potencia de la prueba, representa la probabilidad de no cometer un error
de segunda especie.
2.6.1 Observaciones:

1. Las notaciones
P(T(Xl,XQ,"' ,Xn> €R | Ho) y P(T(Xl,XQ,"' ,Xn) €R | Hl)

no corresponden a probabilidades condicionales sino a probabilidades
correspondientes a un valor del pardmetro compatible con cada una de
las hipétesis, para evitar confucién es preferible utilizar las notaciones
]P)HlT(Xl,XQ, cee ,Xn) € RC) y PH@ (T(Xl,XQ, s ,Xn) € R) sinem-
bargo utilizaremos las dos notaciones indistintamente..

2. Si Hyes simple, por ejemplo Hy : p = py
Oé:P(T<X17X27"' 7Xn) € R|p:p0)

es el nivel de la prueba. Si Hy es compuesta, por ejemplo, p € [a,b], se
suele llamar el nivel de la prueba a :

sup P (T'(X1, X, , X)) € R[p) =a= sup a(p)
p€[a,b] p€la,b]

3. Si H; es simple, por ejemplo H; : p = p;
H:P(T(X1>X27"' 7Xn) S R|p:p1)

es la potencia de la prueba. Si H; es compuesta, por ejemplo, H; : p €
[c,d] , se tendrd una funcién potencia de la prueba

(p) =P (T (X1, X2, , Xp) €R|D)

para cada p compatible con Hi( en este caso, p € [c,d]).
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La siguiente tabla muestra las cuatro situaciones que pueden darse segiin
se cumpla o no Hyy segin decidamos o no rechazarla:

Rechazar H, No rechazar Hy
T(X17X2>"' 7Xn) €ER T(X17X27"' 7Xn) ¢R
Se cumple Hj Error I(prob.a) Probabilidad 1 — «

Realidad N5 se cumple Hy Probabilidad 1 — =11 Error II(prob.5)

Regresemos a la analogfa del proceso judicial para proporcionar una idea
mas clara sobre el problema. Si la hipétesis nula es “el acusado es inocente”,
entonces, con toda seguridad, la alternativa es “el acusado es culpable”.
El rechazo de la hipdtesis nula implicaria que el juicio ha sido capaz de
proporcionar suficiente evidencia para garantizar el veredicto de “culpable”.

Por otro lado, si el juicio no presenta evidencia sustancial, el veredicto
serd “inocente”. Esta decision no implica necesariamente que el acusado
sea inocente, mds bien, hace énfasis en la falta de evidencia necesaria para
condenar al acusado. Por lo tanto, un veredicto de culpable es méds fuerte
que un veredicto de inocente, lo cual surge del principio judicial generalmente
aceptado: “es peor condenar a un inocente que dejar ir a un culpable”. Si
el veredicto es culpable, se desea tener un grado muy alto de seguridad de
que no se va a condenar a una persona inocente, es decir, que el error tipo I
proveniente de rechazar Hj siendo cierta tenga muy baja probabilidad, por lo
tanto, en muchas situaciones el error tipo I se considera como un error més
grave que el error tipo II.

En las pruebas de hipétesis estadisticas el enfoque general es aceptar la
premisa de que el error de tipo I es mucho més serio que el tipo II y formular
la hipétesis nula y alternativa de acuerdo a ésto.

Como resultado se tiene que muchas veces se selecciona con anticipacién el
tamano maximo del error de tipo I que puede tolerarse y se intenta definir un
procedimiento de prueba que minimice el error de tipo II. En otras palabras,
no es posible seleccionar tanto o como 3 y disenar una prueba estadistica
para probar Hjy contra H,,dada una muestra aleatoria de tamano n.

Un principio sencillo y razonable al obtener reglas de decisién para una
prueba de hipdétesis estadistica es seleccionar aquel procedimiento de prueba
que tenga el tamano mds pequeno para el error del tipo II (médxima poten-
cia), entre todos los procedimientos que tengan el mismo tamano para el
error del tipo I. En este contexto debe notarse que el valor de o no puede
hacerse arbitrariamente pequeno, sin que se incremente el valor de 3. En
otras palabras, para una muestra de tamano n dado, el tamano del error de

7



tipo II normalmente aumentard conforme el error de tipo I disminuya. Lo
que en general se hace en la practica, es ajustar el tamano del error de tipo
I cambiando la regién de rechazo del estadistico de prueba para asf alcanzar
un balance satisfactorio entre los tamanos de los errores, siempre y cuando
se tome en cuenta el miximo tamano del error de tipo I que puede tolerarse
en una situacién particular.

2.7 Valor Critico del Estadistico de Prueba:

SiT(Xy,---,X,) es el estadistico de prueba, el valor ¢ de T'(X1, -+, X,,) que
separa la regién de rechazo y aceptacién (6 valores ¢;i = 1,2, --- | k;segin la
regién tenga uno o varios puntos frontera) se llama valor critico (respectiva-
mente criticos) del estadistico de prueba.

2.7.1 Tipos de Regiones Criticas o de Rechazo:

Supongamos que Hj es simple: p = p,
1. SiHyesp > puy6 Hyes p < pg alternativamente la prueba es unilateral.

2. Si Hyes > py 6 u < pysimultdneamente la prueba es bilateral.

La prueba estadistica unilateral debe formarse sélo si el valor del pardmetro
en uno de los lados no tiene sentido para el investigador. (Asi, en el ejem-
plo de la vacuna antiresfriado Hi:p > 0.5 es una prueba unilateral, pues la
alternativa que interesa es que aumente la probabilidad de pasar el invierno
sin resfriado). Si el investigador no estd seguro, debe realizarse una prueba
bilateral.

Una prueba bilateral da lugar a regiones criticas bilaterales, que en forma
general serdn simétricas, las dos partes de la region se seleccionan de tal
manera que la probabilidad de caer en cada una de ellas sea la misma.

2.8 Procedimiento para algunas pruebas de Hipétesis:

Supongamos que Xi,- -+, X, es una muestra aleatoria de X de distribucién
N(p,0°):
1. Para p
Ho: 1= pyq Hy: p>py 6 < pg (prueba bilateral)

8



(a) Si o es conocido, utilizamos el estadistico de prueba

V(X — po)

g

Z = ~ N(0,1) bajo Hy

Si aves el error de primera especie, la regién de rechazo se obtiene
hallando z¢ tal que

]P)(—z% SZSZ%) =1—-«
La region de rechazo viene dada por:
(=00, —25) U (25, 0)

Si la prueba es unilateral, por ejemplo, Hy : > p, ,la regién de
rechazo se halla encontrando z tal que

P(Z>2z2) =«
la region de rechazo viene dada por
(2o, 00) .

Si la prueba es unilateral izquierda, por ejemplo, Hy : p < pq , la
regién de rechazo se halla encontrando z tal que

P(Z<z2) =«

o equivalentemente
P(Z>z2)=a

puesto que la distribucién normal estdndar es simétrica respecto
al origen la regién de rechazo viene dada por

(—00, —24)

2.8.1 P-valor

Observe que en el caso de la prueba bilateral, la regién de rechazo es de la

9



hemos ajustado ¢ de manera que

Pm<¢mx—%>

[

>C>:Od

El procedimiento de decision es el siguiente

S M > ¢, asumimos H;
S M < ¢, asumimos H,
V(X —pg)

o

la funcién u — Ppg, ( > u) es estrictamente decreciente y en v = ¢

tiene el valor a y se cumple

Pm(vﬂk—%>

o

>u> <asu>c

si denotamos por T, una observacion del estadistico de prueba M y

esta satisface -
. (¢mx—ua
Ho .

> |T0b8|) S (64

rechazamos H,.

La expresion P (

x/ﬁ()iuo)‘ > |Tobs|) es llamada p — valor asociado a la

observacion T, o nivel de significaién de lo observado.
En el caso de prueba unilateral derecha el p — valor es

<M > Tobs)

o

P,

0

y en el caso de la prueba unilateral izquierda el p — valor corresponde a

PH<¢WX—M&<T@>

0
o

En todos los casos se toma la siguiente decisién:

Si el p — valor < a asumimos H;
Si el p — valor > a asumimos H,

10



Esta técnica expuesta para hallar el p-valor asociado a una prueba estadis-
tica se generaliza facilmente a las pruebas que se desarrollardn més adelante
sutituyendo el estadistico de prueba por el correspondiente en cada caso. Se
debe senalar que hay queser cuidadoso con aquellas distribuciones que no
sean simétricas respecto al origen (chi-cuadrado, distibucién F)

1.

(a) EJEMPLO: Se desea probar al 95% de certeza la hipétesis nula

siguiente:

una poblacién estadistica normal tiene media cero, basdndose en
una muestra de tamano n = 9 y suponiendo que o = 1(es cono-
cida), contra la alternativa que la media es positiva.

Hallemos la region critica al nivel « =1 — 0.95 = 0.05
Hy:p=0 H:p>0

que es una prueba unilateral. El estadistico de prueba es:

Z:\/ﬁXzﬁX:st

o
que tiene distribuciéon N(0,1) bajo la hipétesis nula. Queremos
hallar la regién de rechazo a partir de:
P(Z > z,) =a=0.05
de aqui se deduce que
2o = 1,6448
Si Z > 1,6448 rechazamos la hipétesis nula, esto equivale a

— 1,644
X > ’638

=0,5483
La region de rechazo se puede expresar como

X > 0,5483

El error de tipo I es a = 0.05
Sip = py > 0,el error de tipo 11 se calcula a partir de

Blm) = P (X <0,5483 [ p=p) =

X —m
P <3.(0,5483 — —
(1/\/5_ ( py) | 1 u1>
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si en particular p; =1

g = P(X§0,5483|u:1>:

P X_1< 1,3551 | p =
1/\/5_ ) 1% 1251

donde % tiene distribucién N(0,1)si u; = 1, de aqui obtenemos
3 =0,0877.

Si o es desconocido, utilizamos el estadistico de prueba

T — \/H(X_No)

g ~ t—Student con n—1 grados de libertad, bajo H
1

La region de rechazo bilateral vendra dada por:
(_007 _tn—l,%) U (tn—l,%a OO)

siendo « el nivel de significacién de la prueba.

EJEMPLO: El fabricante de cierto tipo de baterias anuncian que
estas tienen una vida promedio de 2000 horas. Se desea probar
esta hipétesis al nivel 95% de confianza basandose en el hecho de
que 6 baterfas tomadas al azar tuvieron vidas de:

2005, 1980, 1920, 2010, 1975, 1950 horas.
Supondremos que la duracién es normal. En este caso tendremos:
Hy : = 2000 Hy : <2000

(es una prueba unilateral). o = 1 —0.95 = 0.05, hallemos ¢; , tal
que
P(T > t5,) = a = 0.05

La region de rechazo unilateral es:
(—00, —t5,4) = (—00, —2.015)
Usando la muestra obtenemos:

X =1973,3333; S; =34,009804; T = —1,9206145¢ R
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No hay evidencia como para rechazar la hipétesis al 95% de nivel
de significacion.
El p — valor es

P (T < —1,9206145) = 0, 05642

que es el nivel de significacién de lo observado. Si hubiésemos
tomado o = 0,06, se rechazarfa la hipétesis nula. Podriamos
rechazar al 94%.

2. Para 0?2 :

Hy: 0% =0} Hy:0*> 036 0 < op

El estadistico de prueba en este caso es:

(n—1)S¢

2
09

X? =

que tiene distribucién Chi-cuadrado con n — 1 grados de libertad, bajo
la hipdtesis nula. Al nivel de significacién a se obtiene como regién de

rechazo bilateral

EJEMPLO: Dadas las observaciones:
1.4,1.9,1.3,1.4,1.5

Probar
H0:02:ag:0.05 H1:02>03 =0.05

con nivel @ = 0.05. De la muestra se obtiene:
S?=10.055,X =1.5,n—1=4,X>=44

Puesto que la prueba es unilateral, tomamos como regién de rechazo la
que proviene de:
P(X*>a3,)=a=005

Usando la tabla, obtenemos lia =9, 488, puesto que el valor observado
X? = 4.4 no cae en la regién de rechazo al 5% de nivel, no se puede
rechazar la hipétesis nula. El p — valor es

P (X* > 4,4) = 0,35457

13



Si 02 = 0.08, la potencia
M=P(X*>4,]|0"=0.08)
se puede calcular de la siguiente manera: la regién de rechazo es

o 2
R= {Aﬂzw >9,488=z§a]
UO ’

2

puesto que si suponemos que la varianza es ¢° = 0.08 ya no serd

cierto que (";—12)55 es chi-cuadrado con 4 grados de libertad, por lo tanto

0
debemos cambiar o2 por 02, es decir:

-1 2 -1 2 2 -1 2
[u > 9,488] - {u > %9,488] - [M > 5.93}

ol o? o?

Bajo la hipétesis alternativa o = 0.08, (n_alz)sf tiene distribucién Chi-

cuadrado con 4 grados de libertad, usando la tabla se obtiene que:

—1)82
P (M > 5930 = 0.08> —0.20

o2
2.8.2 POBLACIONES NORMALES E INDEPENDIENTES:

Sea X ~ N(uy,02),Y ~ N(puy,03), X1, , X, una muestra aleatoria sim-
ple de Xy Yi,---,Y,, una muestra aleatoria simple de Y . Las muestras X
e Y son independientes.

Comparacién de Medias:

Ho :py = pig, Hizpy > g6 iy < iy

1. Si o1y o2 son conocidos, el estadistico de prueba es:

bajo la hipétesis nula, este estadistico tiene distribucién N(0,1), al
nivel ase toma como regién de aceptacion aquella que satisface

IF’(—zg SZSZQ) =1—«
2 2
obteniéndose como regién de rechazo

R = (=00, ~23) U (25,0)
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2. 01 =09 = oson desconocidos, el estadistico de prueba es:

T = ~ t — Student con nq+ng —2

X_?_(,Ul_lh): X-Y
1 1 /1, 1
Sp n_1+n_2 Sp n_1+n_2

grados de libertad, bajo la hipétesis nula. Al nivel a,la regién de
rechazo bilateral es:

Comparacién de Varianzas:

L2 2 .2 2. 2 2
Hy:07= 03, H;:0]> 0360 0] < 0,

El estadistico de prueba es:
(n1—1)S2/0?
oy S
 (n2-1)S3/03 S2
(n2—1)
bajo la hipétesis nula, F' tiene distribucién F' con pardmetros n;—1y ny—1. Al
nivel «la regién de aceptacién se obtiene a partir de:

P (fn1—17n27—1§1—% <F< fn1—1,n2—1,%) =1l-«

1

+—— - Laregion de rechazo bilateral viene dada
nzfl,nlfl,j

donde fnlfl,nzfl,lf% =
por:

R = (07 fnlfl,ngfl,lf%) U (fnlfl,ngfl,%7 OO)

2.8.3 Datos Apareados:

Comparacion de medias, muestras dependientes apareadas:

Supongamos que queremos comparar dos marcas de neumdticos. Una
posibilidad es poner durante k kilémetros la marca A en n; neumaticos y la
marca B en ny neuméticos, medir los desgastes medios (X,Y) y aplicar la
comparacion de medias para dos muestras independientes y normales. Si la
variabilidad de la poblacién es muy grande, el valor observado del estadistico
de prueba podria ser muy pequeno y no detectariamos la diferencia entre las
medias a menos que esta diferencia sea enorme.
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Lo que ocurre es que la diferencia de los desgastes de los cauchos depende
de muchos factores que no controlamos: tipo de conduccién, conductor, su-
perficie, etc. Al no controlar estos factores, la variabilidad muestral serd tan
grande que nos impedird observar posibles diferencias entre las medias. Una
solucién es disponer en cada vehiculo dos neuméticos A y dos B y medir
diferencias de desgastes en el mismo vehiculo, al ser la variabilidad de estas
difernecias mucho menor, tendremos en general un mejor contraste.

La clave de este procedimiento es disponer de medidas por pares tomadas
en condiciones muy semejantes, de manera que a priori las dos unidades
experimentales (ruedas en el ejemplo) que comparamos sean lo mas iguales
posibles. Asi la variabilidad de las diferencias serd pequena y podemos iden-
tificar mas facilmente cambios.

Supongamos que elegimos 2n unidades homogéneas por pares (ruedas del
mismo coche, personas de iguales caracteristicas,objetos de iguales propiedades,
etc.). Si (Xy,Y1), -, (Xn, Ys) es una muestra aleatoria simple de (X,Y),
y D =X —Y,si D es normal N(u,0?),entonces Dy, --- D, es una muestra
aleatoria simple de D, D; = X; — Y;, con distribucién normal N(u,o?). Si
E(X;) = py, B(Y;) = py; E(D;) = py — 11y y si no hay diferencia entre las me-
dias la esperanza de D; serd cero. Supongamos igualdad de las varianzas
de X; y Y;, denotemos por o2 esta varianza comtn, entonces Var(D;) =
03+ 02 —2pagoy, p es el coeficiente de correlacién de las dos variables (X,Y),
de aqui,

o = Var(D;) = 20%(1 — p)

si las dos medidas que comparamos,( los desgastes de los neumdticos en un

mismo coche, en nuestro ejemplo), son andlogas, p serd positivo y cercano a

1, la variabilidad serd menor que si tomamos muestras independientes.
Para la prueba de hipétesis (bilateral)

Hy @ pg—pp=0
Hy @ oy —pe #0

usamos el estadistico

7 —

§|q| -]

que bajo la hipétesis nula tiene distribucién normal estdndar, si se conoce la
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varianza. Si no conecemos la varianza, nos valemos del estadistico

D
T:z

B

que tiene distribucién t-de Student, con n — 1 grados de libertad y donde

Sf:n;ixDi_D)Q

=

las regiones de rachazo seran respectivamente

(=00, —2g) U (25, 00)

(_007 _tn—l;%) U (tn—l;%y OO)

para las pruebas unilaterales se procede como se ha hecho anteriormente.
Ejemplo:
En el ejemplo de los cauchos se tienen los siguientes datos apareados

Automovil NeumaticoA NeumdaticoB D=A—-B

1 10,6 10,2 0,4
2 9,8 9,4 0,4
3 12,3 11,.8 0,5
4 9,7 9,1 0,6
5 8,8 8,3 0,5

obtenemos los siguientes valores

D = 0,48
S, = 0,0837

(si hubiésemos considerado dos muestras independientes, se hubiese obtenido
S, = 1,32). El estadistico de prueba tiene distribucién T-estudent con 4
grados de libertad

D
T:E

S

n

nos da como valor observado T,,, = 0,57, no se rechaza la hipétesis nula al
95% de confianza.
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2.8.4 PROPORCIONES (Muestras Grandes):

A) Si X es de Bernoulli de pardmetro p, Xi, - - - X,, una muestra aleatoria
simple de X :
Hy:p=po, Hi:p>po6p<po

El estadistico de prueba es:

~ N(0,1)
po(1—po)

bajo la hipétesis nula, si n es grande. La regién de rechazo bilaterales:

R = (=00, —23) U (25, 0)

B) Si X tiene distribucién de Poisson de pardmetro Ay X, --- X, una
muestra aleatoria simple de X :

HOI)\:)\(), Hi - A> )Xo A< X
El estadistico de prueba es:

X =X

2o
n

Z:

~ N(0,1)

bajo la hipétesis nula. La regién de rechazo bilateral viene dada por:

R = (=00, ~23) U (25, 0)

2.8.5 Comparacién de proporciones:

X1, ,X,, una muestra aleatoria simple de X'y Yi,---,Y,, una muestra
aleatoria simple de Y . Las muestras X e Y son independientes de distribu-
cién de Bernoulli de parametros p; y ps respectivamente:

Hy:p=pi=ps, Hi:pi>p6p1 <p2

Si denotamos por
TLIX + 77,21_/

b= Ny + No
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pes un estimador insesgado de p bajo la hipétesis nula, por lo tanto es un
estimador de la varianza p(1 — p). Se usa el siguiente estadistico de prueba

X-Y

- =\ (1 1
\/p(l —D) (nT + n—Z)
bajo la hipdtesis nula, para muestras grandes, es aproximadamente N (0, 1).
Se tiene como regién de rechazo:

7 =

2.9 Las mejores pruebas.

Una buena prueba estadistica es aquella que para un nivel de significacion
dado o tolerable por el investigador conduzca a una méxima potencia ( tenga
el menor error de segunda especie). La respuesta a este problema no las da
el teorema conocido como Lema de Neyman-Pearson, el cual enunciaremos
para hipotesis simples, su demostracion se encuentra mas alla de los objetivos
de este curso.

Lema de Neyman- Pearson

Sea Xi,---, X, es una muestra aleatoria de tamano n de una poblacién
cuya funcién de densidad ( o funcién de probabilidad segtin el caso) es f(x;6),
se consideran las hipétesis nulas y alternativas siguientes:

H0:0:00
H1:0:€1

en donde 6 y 6, se especifican. Si « es el tamano maximo del error de tipo I
que se puede tolerar, entonces la mejor prueba para Hy contra H; es aquella
que tiene méxima potencia entre todas las pruebas cuyo error tipo I no sea
mayor a o.

Si existe una regién critica C' de tamano « y una constante positiva k tal
que

L 0 . .
W k interior C

)
L1, 7m71«;01) S
Lo(z1,,%n;00) >

Trtor o oefy) k exterior C'

entonces C' es la mejor regién critica de tamano « para probar H, contra H,
en donde Ly y L; son las funciones de verosimilitud relativas a cada una de
las hipdtesis.
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Ejemplo:

Sea Xi,---, X, es una muestra aleatoria de tamano n de una poblacién
normal de media ;. desconocida y varianza o2 conocida. Determinar la mejor
region critica de tamano a para probar

Hy:p=py
Hy:p=py

en donde p; > p,. Las funciones de verosimilitud bajo cada hipdtesis son:

n

Lo(w1, -+, 2 o) = (\/ QWU)ineXp — > (i — N0)2/2‘72
i=1

Li(zy, - Zpipy) = (\/27ra)7n exp |— > (z; — py)?/20?
i=1
de acuerdo al lema, la mejor regién critica es aquella para la cual

exp |~ 3l o720

=1

exp | e~ )220

=1

<k

si tomamos logaritmo después de desarrollar, se puede expresar como

n n

Z(fﬂi — 1) — Z(l‘i — 11p)? < 20° In(k)

i=1 i=1
desarrollando y simplificando obtenemos

(uf — p3) — 20%In(k)

T n
T =
2(py — fg)

esta expresion define la mejor regién critica para esta prueba, donde p, >
1y, de manera sencilla, la mejor regién critica es el extremo derecho de la

distribucién de muestreo de X bajo la hipétesis nula, es decir, dado «, el valor
critico g puede encontrarse mediante una adecuada eleccién de la constante
k > 0, de manera tal que

P<X2f0|uzuo):04
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si en perticular a = 0, 05, como bajo Hy, X tiene distribucién normal con me-
X —
WJ_

de la tabla para esta distribucién se obtiene

IP’(Z> /\F“L %)_0.05

= 1,645 o equivalentemente =, = 1?;15’0 + pg, la hipétesis Hy :

dia p1 y varianza o2 entonces Z = es normal estdndar y valiéndonos

Lo — Ho
0/ o/\n

i = piy se rechazard a favor de Hy : pu = pu; > o cada vez que X sea

> L ?;1—5” + 1. Note que esta mejor regién critica no depende de p; > p, por lo

que esta regién critica recibe el nombre de regién ( o prueba) uniformemente
mds potente para probar Hy : i = pg contra Hy @ pp = pu; > .

Observe que esta regién coincide con la expuesta anteriormente para este
tipo de prueba de hipdétesis unilateral en este caso especifico. Hemos enun-
ciado este lema y expuesto este ejemplo de manera de “ justificar” en cierto
modo las regiones criticas seleccionadas para cada uno de los casos presenta-
dos en esta gufa.
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Practica N°9
Estadistica

1. Para probar la hipétesis de que una moneda estd bien hecha, se toma la
siguiente regla de decision: se acepta la hipétesis si el niimero de caras
obtenido en una serie de 100 lanzamientos se encuentra entre 40y 60
(ambos inclusive). De otro modo se rechaza.

(a) Hallar la probabilidad de rechazar la hip6tesis cuando en realidad
es cierta.

(b) Cual es la probabilidad de aceptar la hipétesis de que la moneda
estd bien hecha cuando la probabilidad real de obtener cara es
p=0.77

(¢) Denotemos por (3 la probabilidad de la parte anterior (probabili-
dad de error de tipo II). El siguiente cuadro muestra los valores
de 3 correspondientes a distintos valores de p :

p 01 02 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
G 0.00 0.00 0.0192 0.504 0.9642 0.504 0.0192 0.00 0.00

Haga un gréfico de f y de 1 — B en funcién de p. Cémo deberfan
ser los graficos ideales?

2. Se recibe un envio de latas de conserva, de las que se afirma que el peso
medio son 1000 gramos. Examinamos una muestra de 5 de estas latas,
obteniendo que el peso medio de la muestra es de 995 grs. Al nivel de
confianza 95% se puede aceptar que el peso medio es 100gramos?. Cudl
es el maximo valor para el nivel de significacién que permitiria aceptar
la hipotésis de la empresa de latas de conserva?(Este valor se denom-
ina p valor o valor de significacién observado). Suponga distribucién
normal.

3. Una compania estd interesada en determinar si el promedio de Kms.
rodados por vehiculos en un mes, de su flota de vehiculos asignados
a vendedores, ha aumentado por encima del promedio usual de 2600
Kms. Supongamos que la desviacién o es conocida e igual a 35 Kms.
Después de examinar 400 vehiculos de la flota, en un mes dado, se
encontré que el promedio de rodaje de éstos, fue de 2640 Kms. ( es
decir, hubo un aumento de 1,5% en el rodaje medio mensual para los
vehiculos de la muestra).



(a) Al nivel & = 0,05 y en base a la muestra, se puede aceptar que el
rodaje medio de la flota ha aumentado?

(b) Calcule el p valor o valor de significacién observado de esta flota y
discuta el resultado. 7‘Son los datos suficientemente significativos

para rechazar
Hy : p = 2600

contra
Hy : p> 26007

(c) 7‘Qué pasaria si observdsemos un aumento de 1,5% en el rodaje
medio mensual para una muestra de 100 vehiculos? ?‘Qué pasaria
si esa muestra fuese de 25 vehiculos?

4. Dos investigadores efectian el contaje de colonias de bacterias en 10
placas de Petri. Los datos obtenidos por cada uno fueron:

Inv.1 63 249 292 79 161 397 118 93 94 163
Inv.2 80 198 323 97 181 416 139 112 118 161

Para a = 0,05 ?‘qué puede decirse acerca de los métodos de contaje?

5. Un odontélogo afirma que el 40% de los nifios de 10 afios presentan
indicios de caries dental. Se tomé una muetra de 100 ninos y se observé
que 32 de ellos presentan indicios de caries. Probar la hipdtesis del
dentista al nivel a = 0, 10. 7‘Cuél es el p valor en este caso? ?‘Para qué
valores de «a se aceptarfa y para qué valores se rechazarfa la hipétesis
del odontélogo?

6. Para estudiar el efecto de la aspirina sobre la coagulacién sanguinea,
se midi6 el tiempo de protombina (que es una prueba relacionada con
la velocidad de coagulacién) a 12 hombres adultos, antes y tres ho-
ras después de administrarles 650 mgrs. de aspirina, obteniéndose los
siguientes datos, ( los cuales indican tiempo en segundo).Suponga dis-
tribucién normal.

sgjeto 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Antes 12,3 12,0 12,0 13,0 13,0 12,5 11,3 11,8 11,5 11,0 11,0 11,3
Después 12,0 12,3 12,5 12,0 13,0 12,5 10,3 11,3 11,5 11,5 11,0 11,5



(a) Para o = 0,05 diga si estos datos permiten concluir que la ad-
ministracion de 650 mgs. de aspirina tiene algin efecto sobre el
tiempo de protombina. Hdgalo de dos maneras:

i. Por medio de una prueba de hipétesis bilateral.
ii. Por medio de un intervalo de confianza.

(b) Utilice la tabla para obtener el p valor aproximado.

7. Los electro encefalogramas muestran las fluctuaciones de la actividad
eléctrica en el cerebro. Hay diversos tipos de ondas cerebrales: una
de ellas son las ondas alfa, cuya frecuencia varfa entre 8 y13 ciclos por
segundo. Un grupo de médicos canadienses realizé un estudio acerca
de los efectos de la deprivacién sensorial en los patrones de emisién de
ondas alfa. Se estudiaron 20 presos, que se dividieron en dos grupos de
10. Cada individuo del primer grupo fue recluido en celda solitaria, los
del segundo en celdas usuales. Después de 7 dias se midieron las ondas
alfa, obteniendo:

Celdas usuales 10,7 10,7 10,4 10,9 10,5 10,3 9,6 11,1 11,2 11,4
Celdas solitarias 9,6 10,4 9,7 10,3 9,2 9,3 9,9 9.5 9,0 10,9

Aparentemente hay un descenso en la frecuencia de las ondas alfa y
aumento en la variabilidad cuando las personas se recluyen en soledad.
Pruebe si esta diferencia de frecuencias y variabilidad son significativas
al nivel o = 0, 05. Suponga distribucién normal.

8. Se considera qu el 20% de las personas de una poblacién tienen una de-
terminada caracteristica genética. Sinembargo en un estudio realizado
en 100 personas de la poblacién se encontré sélo 15 con la caracterfs-
tica. Para a = 0.01 ?‘aceptariamos la hipétesis de que la proporcién
de personas con la caracteristica dada es inferior al 20%7? 7‘Qué nivel
de significacién tienen los datos? Cambiarfa la respuesta si en una
poblacién de 200 personas hubiésemos hallado 30 con la caracteristica?

9. En un estudio disenado para ver si una dieta controlada puede retardar
los efectos de la arterioesclerosis, se hizo un seguimiento a 846 personas
elegidas al azar de una poblacién. La mitad de ellas siguié una dieta
prefijada y a la otra mitad se le permitié alimentarse como deseara. Al
final de 8 anos, 66 personas del primer grupo murié de un infarto al



10.

11.

12.

miocardio o infarto cerebral. En el segundo grupo (grupo de control),
murieron 93 personas por la misma causa. Haga los anélisis estadisticos
apropiados.

La duraciéon media de una muestra de 12 bombillos es 1250 horas, con
una desviacién de 115 horas. Se cambia el material del filamento por
otro nuevo y entonces de una muestra de 12 bombillos se obtuvo una
duraciéon media de 1340 horas, con una desviacién de 106 horas. Para
a=0,05

(a) ?‘Puede aceptarse que la varianza no ha cambiado?

(b) ?‘Ha aumentado la duracién media de los bombillos?

Los registros de un hospital muestran que de una muestra aleatorias
de 1000 hombres que ingresaron al servicio de hospitalizacién, 52 pre-
sentaban problemas cardiacos, mientras que en una muestra aleatoria
de 1000 mujeres que ingresaron a este servicio, 23 presentaron proble-
mas cardiacos.

(a) 7‘Estos datos presentan suficiente evidencia, al nivel o = 0,05
para concluir que la proporciéon de hombres que ingresan al hos-
pital por enfermedades cardiacas es superior a la proporcién de
mujeres que ingresan al hospital por el mismo motivo?

(b) 7‘Cuél es el p valor?
(c) En base a la respuesta anterior, 7 qué decidiria Ud. para a =
0,017

Un proceso quimico ha producido en promedio, 800 toneladas por
dia. Las producciones diarias durante la semana pasada fueron, en
toneladas: (suponga distribucién normal)

785, 805, 790, 793, 802

(a) ?‘Indican estos datos que la produccién promedio fue menor que
800 toneladas y que por lo tanto, hay algo malo en el proceso?
Realice una prueba al nivel de significacion de 5%.

(b) Halle el p valor o nivel de significacién observado



13.

14.

15.

(¢) Encuentre un intervalo de confianza del 90% para la produccién
media.

Se obtienen dos muestras aleatorias cada una de 11 observaciones, de
poblaciones normales con medias i, , 1y Tespectivamente y varianza
comin 2. Las medias muestrales y las varianzas muestrales centradas
son las siguientes:

g1 = 60,4
S2 = 31,40
o = 65,3
52 = 44,8

(a) Al nivel de significacién o = 0,1 ?‘presentan los datos suficiente
evidencia para concluir que hay diferencia entre las medias de las
poblaciones?

(b) Halle el p valor o nivel de significacién observado.

(c) Encuentre un intervalo de confianza del 90% para la diferencia de
las medias.

Se observa durante 20 dfas la temperatura de operaciéon de dos hornos
para el secado de pintura asociado con dos lineas de produccién.Suponga
dsitribucién normal. Las medias muestrales y las varianzas muestrales
centradas son:

g = 164
52 — g1
7 = 168
S2 =172

7‘Presentan los datos suficiente evidencia para concluir que hay difer-
encia en la variabilidad de la temperatura de los dos hornos? Pruebe la
hipétesis 02 = o2 contra 02 > 02 con un nivel de significacién « = 0, 1.

Suponga distribucién normal.

El fabricante de una maquina para envasar jabén en polvo, afirma que
la méquina puede cargar las cajas con un peso dado, con una amplitud
(variacién) no mayor de 2/5 de onza. Se encontré que la media y la
varianza centrada de una muestra de 8 cajas de tres libras eran eran
iguales a 3,1 y 0,018 respectivamente. Suponga distribucién normal.



(a) Pruebe la hipétesis de que la varianza de la poblacién de pesos es
0% = 0,01 contra o2 > 0,01. Use a = 0, 05.

(b) Encuentre un intervalo de confianza para o2 y para la media al
90% de confianza.

16. Durante un periodo de 15 dias se registran los precios de cierre de dos
tipos de acciones. Las medias muestrales y las varianzas centradas
muestrales son las siguientes: (suponga distribucién normal)

g1 = 40, 33
52 =1,64
g = 42,54
52 =2, 96

(a) 7‘Presentan los datos suficiente evidencia para concluir que hay
diferencia en la variabilidad de las dos acciones para las pobla-
ciones asociadas con las dos muestras?

(b) Encuentre un intervalo de confianza para el cociente de las dos
varianzas poblacionales al 95% de confianza.
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0.1 Prueba Chi-cuadrado: Bondad de Ajuste

0.1.1 Introduccion:

Hasta ahora todas las situaciones que hemos examinado han tenido como
suposicién bésica que los datos que se tienen provienen de una distribucién
dada que depende de uno o varios parametros desconocidos los cuales se
pueden estimar por medio de un nidmero, un intervalo de confianza o hacer
pruebas de hipétesis referente a ellos.

Si tenemos un conjunto de valores muestrales x, zo, - - - , z,,, correpondiente
a una muestra aleatoria simple X, X5, -+, X,, y se desea saber si hay mo-
tivos razonables para considerar la distribucion de esta muestra, como una
distribucién de probabilidad dada, es importante tener criterios para decidir
si efectivamente es razonable suponer, basdndose en los resultados experi-
mentales, acerca de la veracidad de la hipétesis formulada.

A partir de las observaciones podemos trazar una curva de frecuencias
acumuladas ( o un histograma ) y compararla con la funcién de distribucién
de la hipétesis ( o funcién de probabilidad o densidad, segin la variable
sea discreta o continua) y obtener asi una idea, al menos cualitativa de la
coincidencia entre ambas distribuciones.

Sin embargo, es necesario, para dar un veredicto preciso, introducir alguna
medida cuantitativa del grado de desviacién que muestran los datos respecto
a la distribucién hipotética. Si esta medida excede ”algin limite adecuado
fijo” debemos rechazar la hipétesis y viceversa.

Tal medida de la desviacién se puede definir de diversas formas, nosotros
estudiaremos una de ellas: la prueba Chi-Cuadrado introducida por K.Pearson.

Las pruebas que tratan este tipo de problemas, se llaman pruebas de
”"Bondad de Ajuste”.

0.1.2 Caso Discreto:

Supongamos que X es discreta y se realizan n observaciones del experimento
en investigacion. Sea £;,&,,- -, &, con (k < n), el nimero de observaciones
distintas de la variable X , f1, fa,- - -, fx son las frecuencias correspondientes,
es decir, f; es el mimero de observaciones iguales a &,. (Eventualmente f; =
0 para algun ).



Sea .
=1

la distribucién hipotética, la cual suponemos totalmente especificada, es de-
cir, en su expresién no aparecen parametros desconocidos.

Sea
fi
n
el estimador de maxima verosimilitud de p;, fi + fo + -+, fx = n.
Observaciones:

a) Sin estd fijo, f; es el niimero de veces que aparece &, en n repeticiones
del experimento y p; representa la probabilidad de obtener ¢, luego,
fi tiene distribucién binomial de pardmetros (n,p;), donde E (f;) =

La diferencia f; — np; mide la desviacién entre las frecuencias observadas
y las frecuencias esperadas.
K. Pearson demostré que si tomamos

2 (fz - npi)2 : z'2 -
X —Z o~ :Zn—p—n(a Zpl—l)
i=1 ' i=1 Ot i=1

obtenemos una medida de la desviaciéon cuyas propiedades son particular-
mente sencillas:
Se puede demostrar que si n — oo, (np; > 5), el estadistico

k
XZ — Z (f% - npz)2
i=1 "pi
bajo la hipdtesis que
pz:]P)(ngz)7Z:1727 7k

es la verdadera distribucién (sin pardmetros desconocidos) tiene distribucién
Chi-Cuadrado con k — 1 grados de libertad.



(Para una demostracién ver : Métodos Matematicos de Estadistica, de
Harald Cramer, Cap. XXX, 30.1.; un esbozp de la demostracién en Mathe-
matical Statistics, an introducction, Wiebe R. Pestman; una demostracién
rigurosa en Wilks,S.S.Mthematical Statistics, Jhon Wiley & Sons, Inc., New
York 1962)

b) Si los valores p; = P(X =¢;),i = 1,2,--- , k fueron obtenidos esti-
mando r pardmetros desconocidos de la distribucién hipotética P, la
expresion

X2 — Zk: (fz - npi)2

i=1 "pi
cuando n — oo (np; > 5) tiene distribucién Chi-Cuadrado con k—1—r
grados de libertad. (Métodos Matemdticos de Estadistica, de Harald
Cramer, Cap. XXX, 30.3).
Toma de Decision:
Nosotros queremos que f; esté cercano a np;, es decir, que el valor observado
k 2
2 _ (fi — nps)
Xobs - ; np;

esté cercano a cero, procedemos fijando el nivel « de significacién de la prueba,
2 .
hallamos 7, ,_; . a partir de

P (X2 > xi’kflﬂq) =

que representa la probabilidad de rechazar la hipétesis nula, siendo cierta 6
probabilidad de cometer un error de primera especie.
Si X2, > 22, ,_, rechazamos la hipétesis nula.

Ejemplo:

Después de lanzar un dado 300 veces, se han obtenido las siguientes frecuen-

cias:
cara 1 2 3 4 5 6

frecuencias 43 49 56 45 66 41

al nivel o = 0.05, se puede decir que el dado estd bien construido?.
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1. Si el dado estd bien construido debe suceder que

1
H0:6:P(X:i),i:1,2,--~ ,6
En este caso, E (f;) = np; = 300 - = 50.
Evaluamos i
(fi — 50)?
X2 = -~ =896
obs Z 50

=1
La distribucién del estadistico es Chi-Cuadrado con k£ — 1 = 5 grados
de libertad. Al buscar en la tabla hallamos que

X205 = 11.07

por lo tanto al nivel de 5% aceptamos Hy pues X? < X2 5 ¥y con-
cluimos que el dado estd bien construido.

Para hallar el p — valor debemos calcular P (X2 > 8.96) es algo mayor
a 0, 10.

0.1.3 Caso Continuo:

Esta es una simple generalizacién del caso discreto. Se procede de la siguiente
manera: sean xi,--- ,Z, n observaciones de la variable aleatoria X, las cuales
tabulamos en una tabla de frecuencias, si k es el nimero de intervalos de
clase, I;, es el i — ésimo intervalo tal que:

fi el mimero de observaciones que caen en I;, denotando por p; = P (I;)la
probabilidad tedrica, el estadistico de prueba sera:

2 — Z (fi nnpz)

i=1 Pi

si n — oo(np; > 5),su distribucién es Chi-Cuadrado con k — 1 — r grados
de libertad, donde r es el niimero de parametros estimados en la distribucién
tedrica.

Si no hay parametros estimados, en este caso, r = 0, la distribucién del
estadistico serd X2 con k — 1grados de libertad.

4



Ejemplos:

1. Un generador de nimeros aleatorios produjo n = 100 nimeros, los
cuales aparecen tabulados en la siguiente tabla:

0.0 — 0.1 — 0.2 — 0.3 — 04 —

0.099 0.199 0.299 0.399 0.499
Frecuencias 7 14 8 16 6

0.5 — 0. — 0.75 — 0.85 — 09 —

0.599 0.699  0.799 0.8599 0.999
Frecuencias 13 17 4 10 5

Clases

Clases

Queremos probar al nivel de confianza 99%(« = 0.01) la hip6tesis que
dichos nimeros provienen de una distribucién uniforme en [0, 1].

La longitud de cada intervalo de clase [; es
si P es uniforme en [0,1]; n = 100, np; = 10 > 5,9 =1,2,--- , 10,
k 2
X2 = M7 X2 =20
Zz_l: np; ’

tiene aproximadamente distribucién Chi-Cuadrado con nueve grados
de libertad, en la tabla hallamos que

X2y 01 = 21, 666;

luego, al nivel de confianza de 99% aceptamos la hipétesis. Si a =
0.05 se rechaza la hipétesis nula pues

el pvalor estd entre esos dos niveles de significacién, por lo que se
rechaza la hipétesis nula.

2. Los resultados del peso en gramos de 570 ninos nacidos en un cierto



hospital estan tabulados en la siguiente tabla:

Clases (0,2400) (2401,2600) (2601,2800) (2801,3000)
Fracuencias 10 13 19 60

Clases (3001, 3200) (3201, 3400) (3401,3600) (3601,3800)
Fracuencias 61 72 92 80

Clases (3801,4000) (4001,4200) (4201,4400)

Fracuencias 66 48 21

Clases (4401, 4600) (4601,4800) 4801 —

Fracuencias 9 15 4

Queremos probar el ajuste de estos datos a una distribucién normal
por medios de una prueba Chi-Cuadrado al 95% y 99% de confianza.

Estimamos p = X = 3540;02 = S? = 283,240, (la primera y la l-
tima clase estdn abiertas, arbitariamente hemos tomado en ellas como

marcas de clase los valores 1900 y 5100 gramos). Si suponemos p =
3540; 0% = 283, 240, calculamos

bi = P(Ii)

obtendremos:

k 2

; = 24, 283.
— 570]% ) obs Y

Puesto que hemos estimado dos pardmetros, la distribucién de nuestro
estadistico de prueba es asintéticamente Chi-Cuadrado con 11 grados
de libertad, obteniendo

X121;0.05 = 19,675; X121;0.01 = 24,725
asi el p-valor estd entre esos dos niveles por lo que rechazamos la hipéte-

sis nula.

0.1.4 Tablas de Contingencia con dos criterios de clasi-
ficacion:

Un problema frecuente en el andlisis de datos enumerativos es el de la in-
dependencia de dos métodos de clasificacion de los sucesos observados. Por
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ejemplo, clasificamos los defectos de los muebles producidos en una planta
de fabricacién, primero, de acuerdo al tipo de defecto y segundo, de acuerdo
al turno de produccién. Lo que deseamos investigar es una posible depen-
dencia entre las dos clasificaciones. Varfan las proporciones de los diversos
tipos de defectos de un turno a otro?. Por ejemplo, se observa un total de
n = 309 muebles con defectos y se clasifican en cuatro tipos de defectos :
A, B,C,D. Al mismo tiempo, cada mueble se identifica de acuerdo al turno
de produccion en el que es fabricado.

Tabla de Contingencia

Turnos Defecto A Defecto B Defecto C' Defecto D Total
1 15(22.51) 21(20.99) 45(38.94) 13(11.56) 94
2 26(22.99) 31(21.44) 34(39.77) 5(11.81) 96
3 33(28.50) 17(26.57) 49(49.29) 20(14.63) 119

Total 74 69 128 38 309

Denotamos por p4 la probabilidad de que el defecto sea del tipo A, andloga-
mente para pg, pc, pp; estas probabilidades las llamaremos probabilidades de
las columnas de la tabla y se satisface:

pa+pp+pc+pp=1

Andlogamente p;,7 = 1,2, 3 es la probabilidad de que ocurra un defecto en el
turno i (probabilidad de la fila i) donde:

p1+p2+ps =1

Si las clasificaciones son independientes, entonces la probabilidad correspon-
diente a una celda debe ser el producto de las probabilidades de la fila y de la
columna correspondiente a dicha celda. Por ejemplo, la probabilidad de que
un defecto particular ocurra en el turno 1 y sea del tipo A debe ser pip4.
La hipétesis nula se refiere a la independencia de las dos clasificaciones.
No se especifican los valores numéricos de las probabilidades de las celdas.
Por lo tanto, debemos estimar las probabilidades de las filas y de las columnas
para poder estimar las frecuencias de celdas esperadas. Los estimadores de
méxima verosimilitud de las probabilidades correspondientes a las columnas,

Son:
4 N 69

A C
— & = &2 —
p/(l_n 309 ij3 n 309
_c3 _ 128 — ca _ 38
Pc =" =309 PD =7 = 309
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donde ¢;, 1 = 1,2,3,4 es la frecuencia observada de la columna 7. Similar-

mente,

AN 94 N g 96 N g 119
D1 =75 =309 P2= 77 T 309 P37 7 = 309

son los estimadores de las probabilidades correspondientes a las filas, r;,7 =
1,2, 3 es la frecuencia observada de la fila i.

Sin, ; es la frecuencia observada de la celda que se encuentra en la fila ¢
y la columna j de la tabla de contingencia, entonces, la estimacién del valor
esperado de n;; es en particular para ni;

2\?(nll) = nlg\lp/;l = nﬂﬁ = E?
nn n

en general,

A e
Enij) = =i =1,2,3,j = 1,2,3,4

En nuestro ejemplo, hemos colocado los cédlculos de las frecuencias esperadas
entre paréntesis, en la tabla de contingencia. El estadistico de prueba, en

general, es
A 2
c r <nij - E(”Z]))
2 2
Xr=3 3 - ~ Xe-1)(r-1))
j=1 i=1 E(nij)

donde ¢ es el nimero de columnas y r es el nimero de filas.

Observacién: El niimero de grados de libertad deberia ser rc menos 1

por la restriccién
Cc T
> D mi=n

j=1 i=1
y debemos restar el nimero total de estimaciones, es decir, por cada esti-
macién, (r — 1) en total por las filas, ya que la r — ésima queda determinada
por las primeras (r — 1), andlogamente, por cada estimacion, (¢ — 1) en total
por las columnas, se obtiene el nimero de grados de libertad del estimador:

rce=1—(r—1)—(c—1)=(r—1)(c—1).

En nuestro ejemplo




el valor observado del estimador es
X2, =19.18

A un nivel a = 0,05 la regién de rechazo viene dadad por

(XO2.05;6’ OO)

donde
P (X5 > Xjp5) = 0,05

Utilizando la tabla se obtiene que A5 = 12,60 como X7, = 19.18 cae en
la regién de rechazo se rechaza la hipdtesis nula, es decir, se concluye que no
hay independencia entre el turno y el tipo de defecto. El p — valor se calcula
hallando

P (X > 19,18)

valiéndonos de la tabla se obtiene un p-valor menor que 0.005, mucho menor
que 0, 05.

0.1.5 Anova

Anadlisis de Varianza: Para introducir el método de Anélisis de Vari-
anza (ANOVA) vamos a estudiar un ejemplo sencillo:

Supongamos que el nimero de horas de sueno de los miembros de una
familia estd dada por:

Adultos 84 7.7 7.9
Ninos 9.8 9.9 10.3

Queremos constatar si la variacién (diferencia entre las medias), es debida a
la edad 6 no es significativa esa diferencia.

g1 = ST — g(media del grupo ¢ = 1 de adultos)
9819%91103 — 10

yp = 25202 — 10(media del grupo ¢ = 2 de nifos)
Si y;; es la observacién nimero j del grupo i :

Yij = Ui + (Yi; — i)



Hagamos una tabla que compare cada resultado con la media de su grupo:

j=1 j=2 j5=3
Adultos (1 =1) 8404 8-03 8-0.1
Nifios (i =2) 10-0.2 10—0.1 10+0.3

Observe que tenemos dos grupos, cada uno con medias diferentes.La media
de toda la muestra (uniendo los dos grupos) es:
84+77+79+98+99+103 9

6
Yii = Y+ @ —y)+ (Y — i)

Hagamos una tabla que muestre la variaciéon de la media de cada grupo con
la media general:

j=1  j=2  j=3
Adultos (i=1) 9—1+04 9—-1-03 9—1-0.1
Nifios (i=2) 9+1-02 9+1—-0.1 9+1+03

donde

yes la media general
(g; — y) compara la media de cada grupo con la media general
(vij — ;) variacién de cada individuo respecto a la media de su grupo

sumamos ¢ = 1,2 (ndmero de grupos), j = 1,2,3 (observaciones en cada
grupo):
(yij — 1)

porque

3
ya que 3. (yi; — 9i) = 35 — 33 = 0.
j:
Esta descomposicion es la idea bésica del ANOVA, (Anélisis de Varianza
en inglés), si N = ny + no, n; es el nimero- de observaciones del grupo i

~ 2 ny
SE= s D~ )

i=1 j=1
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es un estimador puntual de la varianza o? de la muestra Y;; ( se supone que
todas las variables tienen la misma varianza). Es facil ver que

2 n; 2

S W=y => mily—y)>*

=1 j5=1 =1

En general: si (Y;),i = 1,2,--- k; 7 = 1,2,--- ,n;; (k es el nimero de
poblaciones o grupos), Y;; ~ N(m;,o?) :

1 &
Y, = —E Y;; estima m;
n.
) j=1

k  n;
~ 1 T o
S? = N_% Z Z(Yij —Y;)? es un estimador de 0°, N = n; + ny + -, 1.

i=1 j=1
Se quiere hacer la siguiente prueba de hipétesis:
Hy:-mi=mg=---=my H, : existen al menos dos medias diferentes

Bajo la hipétesis nula

estima o2 y

5«2

F=—n~F,1 Nk

Si
Una discrepancia con la hipétesis nula queda indicada por un valor grande de
F, ya que el numerador (variabilidad de la media de cada grupo con la media
general), cuando la hipétesis nula es falsa, serd en promedio més grande que
el denominador (variabilidad dentro de cada grupo) por lo que la regién de
rechazo para un a dado sera:

[F > fkfl,ka,a]

donde
]P)([F > fk—l,N—k:,cx]) = Q.
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En nuestro ejemplo, k = 2,n; =ny =3, N =6,5% = 6,55 = 0.1, F = 60, si
a = 0.01, fi14, = 21.20 por lo que se rechaza la hipétesis a este nivel. El p
valor es 0.015 el cual representa

P ([F > 60])

Observe que en nuestro ejemplo sélo hay dos grupos, este contraste es identico
al de la rpuba T- de student hecha para comparar dos medias, se puede

demostrar que el cociente 22 6] cuadrado del estadistico T, ny+no—2 grados

53
de libertad.

El método que hemos expuesto, se denomina, Analisis de varianza con un
solo factor o clasificacién simple. Fue inventado por Fisher (1925) con el ob-
jetivo de descomponer la variabilidad de un experimento (variabilidad total)
en componentes independientes que puedan asignarse a diferentes causas.
Por ejemplo, si queremos comparar el rendimineto de k£ méquinas medido
por su produccién diaria. Existen diversos factores que pueden influir en la
produccién diaria de cada maquina ( aunque trabajen en condiciones idén-
ticas), por ejemplo, pureza de la materia prima, desajustes aleatorios de la
maquina, temperatura de funcionamiento, habilidad del operario, etc. Si
medimos durante n; dias la produccién diaria de la maquina ¢

k
Z n; = N es el total de datos

=1

Si y;; es la produccién diaria de la mdquina ¢ en el dia j, el objetivo del
andlisis es

1. comprobar si todas las maquinas son idénticas respecto a la produccién
media diaria

2. Si las maquinas no tienen la misma produccién media, estimar la pro-
duccién media de cada una.

El anélisis de varianza formula esta situaciéon mediante un modelo matematico,
nosotros tratamos sélo el modelo con un solo factor.

La motivacién es la siguiente: ” comparacién de medias de poblaciones
normales”. Hemos estudiado el problema de comparar dos medias de pobla-
ciones normales, cuando hay igual varianza e independencia de las dos mues-
tras, usando una prueba T de Student, ya sea construyendo un intervalo
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de confianza o haciendo una prueba de hipdtesis. Mediante el anédlisis de
varianza se generaliza este problema a la comparaciéon de medias de k pobla-
ciones a partir de muestras independientes de tamanos nq, - -+ ,ng. Se trata
de hallar una prueba para

Hy @ py=py=--=p
Hy @ p; # p; para algin i # j

donde Yj; tiene distribucién N(u;, 02);i=1,2,-+- k;j=1,2,--- ,n;.

El inconveniente de hacer esta prueba dos a dos es que el error de primera
especie se incremente por cada prueba. Fisher desarrollé este método para
comparar mas de dos medias, comparando la variabilidad interna de los gru-
pos con la variabilidad entre grupos.

Bajo hipétesis nula, Y;; es normal N(u,0?), se tiene la siguiente descom-
posicién de la variabilidad total

k  n k  n;

Z Z(%’j —-y)?= Z Z(gz -y’ + Z i:(yz'j — i)’

i=1 j=1 =1 j=1 i=1 j=1

k n; k

donde, Y > (4 — y)? = d_ni(y; — y)?, el estadistico de prueba bajo la
i=1j=1 i=1

hipétesis nula y suponiendo igualdad de varianzas es

g2
F=—~F,1 Nk

~

Sk
donde
2 _\2
Sk——N_kE E (Yi; — i)

i=1 j=1

representa la variabilidad interna de los grupos y

la variabilidad entre grupos. Valores grandes de F' indican que la hipétesis
nula no es verdadera.
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Observaciones: Los resultados del contraste £’ en la prueba ANOVA son
sustancialmente vélidos aunque los datos no sean normales, en ese sentido se
dice que es una técnica "robusta” frente a desviaciones de la normalidad.

El efecto de desigualdad de las varianzas en los grupos sobre el contraste
F' y los contrastes de medias dependen de que el nimero de observaciones
en cada grupo sea igual o muy distinto. Si todos los grupos tienen el mismo
nimero de observaciones, el contraste F' es igualmente exacto aunque las
varianzas sean distintas. Es decir, podemos despreocuparnos de las varianzas
a efectos de contrastes de medias, siempre que haya aproximadamente el
mismo nimero de observaciones por grupo, en caso contrario, diferencias
entre las varianzas pueden ser graves.
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Prueba X2—Bondad de Ajuste- Independencia
Andlisis de Varianza (ANOVA)
Practica #10
Estadistica

1. Después de lanzar un dado 300 veces, se han obtenido las siguientes

frecuencias:
Lado 1 2 3 4 5 6

Frecuencia 43 49 56 45 66 41

Al nivel de significacién, o = 0.05, se puede afirmar que el dado es
regular?

2. En el transcurso de dos horas, el niimero de llamadas por minuto so-
licitadas a una central telefénica fue:

Llamadas/minuto 0 1 2 3 4 5 6
Frecuencia 6 18 32 35 17 10 2

Al nivel de significacién, a = 0.05, se puede aceptar que el nimero de
llamadas por minuto sigue una distribucién de Poisson?.

3. Se clasificaron 1000 individuos de una poblacién segin el sexo y segin
sean normales o dalténicos:

masculino femenino
normales 442 514
dalténicos 38 6

En base a un modelo genético, las probabilidades deben ser:

masculino femenino

q

2
normales £ L +pq
s . 2
dalténicos 1

2

donde ¢ = 1 — p = proporcién de genes defectuosos en la poblacién. A
partir de la muestra se ha estimado que ¢ = 0.087 concuerdan los datos
con el modelo?

4. El gerente de una planta industrial quiere determinar si el nimero
de empleados que asisten al consultorio médico de la planta estd dis-
tribuido en forma equitativa durante los 5 dias de la semana. Con base
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a una muestra aleatoria se observé durante 4 semanas de trabajo, el
siguiente nimero de consultas:

Lunes Martes Miércoles Jueves Viernes
49 35 32 39 45

Al nivel de significacién, o = 0.05, existe alguna razén para creer que
el nimero de empleados que asisten al consultorio médico se encuentra
distribuido equitativamente durante los cinco dias de la semana?

. Los datos que se dan a continuacién corresponden al lapso de tiempo,
medido en minutos, necesario para que cada uno de 50 clientes de un
banco, lleve a cabo una transaccion:

23 02 29 04 28
24 44 58 2.8 3.3
3.3 4.7 25 56 9.5
1.8 47 25 56 9.5
1.8 47 07 6.2 1.2
78 0.8 09 04 1.3
3.1 3.7 72 1.6 1.9
24 46 38 15 2.7
04 1.3 1.1 55 34
42 1.2 0.5 6.8 52
6.3 76 14 05 14

Al nivel de significacién, o = 0.05, se puede concluir que los tiempos
estdn exponencialmente distribuidos con pardmetro A = 3.2 minutos?
La densidad exponencial es:

(o) = 25

3 ,x > 0.

. Un sicélogo desea conocer la relacion entre los sintomas ”deterioros-
sicogénicos del pensamiento y depresiéon”. En una muestra de 100 in-
dividuos obtuvo los siguientes datos

Deterioros Si  Sicogénicos No
Depresién Si 38 31
Depresion No 9 22

Con el nivel de confianza del 95%, existe relacién entre ambos sintomas?
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7. Una fdbrica de automdviles quiere averiguar si la preferencia por un
modelo tiene relacién con el sexo de los clientes. En una muestra aleato-
ria de 2000 posibles clientes se observaron las siguientes preferencias:

Modelo A Modelo B Modelo C
Mujeres 340 400 260
Hombres 350 270 380

Existe relacion al nivel o = 0.017

8. Para los datos que se dan en la siguiente tabla, pruebe si hay inde-
pendencia entre la capacidad de una persona para la matemética y su
interés en la estadistica. Utilice le nivel de significacién o = 0.01.

Cap.Mat.baja Cap.Mat.promedio Cap.Mat.alta

Interés Est.Baja 63 42 15
Interés Est.promedio 58 61 31
Interés Est.alto 14 47 29

9. Un total de 6000 estudiantes de escuela elemental fueron clasificados de
acuerdo a su condicién social y a su ubicacién en dos tipos de programas
educacionales. Los resultados se dan en la tabla. Proporcionan los
datos suficiente evidencia para concluir que hay dependencia entre la
condicién social y la ubicacién en los programas educacionales? Use
a=01

Cond.Social A Cond.Social B Total

Prog.Educativo A 163 117 280
Prog.Educativo B 1477 4243 5720
Total 1640 4360 6000

10. Cuatro grupos de estudiantes se sometieron a técnicas de ensenanza
diferentes y se examinaron al final de un periodo especifico de tiempo.
Debido a las bajas en los grupos experimentales (por enfermedad, trans-
ferencias, etc.) el mimero de estudiantes en los grupos no fue el mismo.
Se tiene la siguiente tabla:

Técnica:1  65,87,73,79,61, 69
Técnica:2 75,69,83,81,72,79,90
Técnica:3 59,78,67,62, 76
Técnica:4 94, 89, 80, 88



11.

12.

Presentan los datos suficiente evidencia para concluir que hay diferen-
cias en el rendimiento medio correspondientes a las cuatro técnicas?
(Realice un anélisis de varianza)

Un sicélogo clinico queria comparar tres métodos para reducir los nive-
les de hostilidad en estudiantes universitarios. Cada prueba sicolégica
(PNH) fue usada para medir el grado de hostilidad. Las puntuaciones
altas en esta prueba se usaron como indicacién de gran hostilidad. En
el experimento se usaron 11 estudiantes que obtuvieron puntuaciones
altas y muy cercanas entre si. De los 11 estudiantes se seleccionaron
5 al azar y se trataron con el método A, de los 6 restantes se tomaron
tres al azar y se trataron con el método B y el resto se traté con el
método C. Todos los tratamientos se realizaron durante un semestre.
Cada estudiante tomé la prueba PNH nuevamente al final del semestre,
con los resultados siguientes:

Método:A 73,83, 76,68, 80
Método: B 54,74,71
Método:C 79,98, 87

(a) Realice un andlisis de varianza para este experimento.

(b) Presentan los datos suficiente evidencia para concluir que hay
diferencias entre las respuestas medias de los estudiantes de los
tres métodos, después del tratamiento?

Se efectia un experimento para determinar el efecto de la edad sobre el
ritmo cardiaco, cuando una persona es sometida a una cantidadespeci-
fica de ejercicio. Para esto, se selecionaron 10 varones de los 4 grupos
de edades: 10-19-20-39-40-59-60-69. Cada individuo accioné un molino
a una velocidad especifica durante 12 minutos y se anoté el aumento
del ritmo cardiaco (diferencia antes y después del ejercicio), en latidos



por minuto. Los datos se muestran en la tabla.

Edad

[10 — 19] [20—39] [40 —59] [60 — 69
29 24 37 28
33 27 25 29
26 33 22 34
27 31 33 36
39 21 28 21
35 28 26 20
33 24 30 25
29 34 34 24
36 21 27 33
22 32 33 32
Total 309 275 295 282

(a) 7‘Presentan los datos suficiente evidencia que indique que hay
diferencia entre el aumento medio del ritmo cardiaco de los 4 gru-
pos de edades?. Use a = 0.05.

(b) Encuentre un intervalo de confianza la 90% para la diferencia entre
el aumento medio del ritmo cardiaco del grupo de 10-19 anos y el
del grupo de 60-69 anos.

(c) Encuentre un intervalo de confianza del 90% para el aumento
medio del ritmo cardiaco del grupo de 20-39 anos.

(d) Aproximadamente, cudntas personas se necesitarfan en cada grupo
si se desea estimar la media de un grupo con un error no mayor
de 2 latidos por segundo, con una probabilidad igual a 0,957.
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Capitulo VI
Recta de Regresion lineal

Prof. Marfa Margarita Olivares

Julio 2004

1 Recta de minimos cuadrados.

En muchos problemas obtenemos datos pareados (z;, y;), no conocemos la dis-
tribucién conjunta de las variables aleatorias correspondientes y al graficar
estos datos tenemos la impresién de que una recta podria ser un buen ajuste
para ellos, aunque los puntos no estén exactamente sobre una recta. Prob-
lemas de este tipo, suelen manejarse por medio del método de los minimos
cuadrados que consiste en hallar la recta

y=axr+b

que mejor se ajusta a esos datos, para ello debemos calcular los pardmetros
a y b a partir de los datos, es decir:

si nos dan un conjunto de datos pareados {(z;,y;);i =1,2,3,--- ,n},las
estimaciones de minimos cuadrados de los coeficientes a y b son los valores
para los cuales la cantidad:

n

g(a,b) = [yi — (a + bz;)]?

i=1
es un minimo. Al diferenciar parcialmente con respecto a a y a by al igualar
estas derivadas parciales a cero:

o =(-2) Zn: ly; — (a + bx;)] =0
— (=2 .

n

)

~
—

o = z; [y — (a+bx;)] =0

<
—



que producen el siguiente sistema de ecuaciones:

Yyi=an+by

i=1 i=1
Sryi=ay xi+by al
i=1 i=1 i=1

Al resolver ese sistema de ecuaciones se obtiene:

a=7y—bx
Sy
b=
donde :
n n n 2
5o = S -2 = S0 -4 (£ 1)
=1 =1 =1
Say = ;(xz —z)(yi —y) = ;%% — (190z) (21 yz)

2 Regresion Lineal Simple.

Introduccioén:

En este curso hemos estudiado el siguiente tipo de problema:

se tiene una variable aleatoria Y (que denominaremos respuesta) cuya
distribucién se supone conocida, excepto por uno o varios pardmetros. En
particular se estudiaron los siguientes casos:

1. Y con distribucién de Bernoulli de pardmetro p desconocido, donde

PY=1)=pPY=0)=1-p,EY)=0p

2. Y con distribucién de Poisson de pardmetro A, E(Y) = X es descono-
cido.

3. Y es normal de pardmetros desconocidos 1, o, con E(Y) = pu, Var(Y) =

o2,

y en base a una muestra yq, - - - ,y, de la variable aleatoria Y se desea
estimar dichos pardmetros. Como es observable, uno de los pardametros
bésicos a observar es la media de la variable aleatoria.

Se estudiaron tres maneras de estimar:



(a) Estimacién puntual
(b) Estimacién por intervalos de confianza

(¢) Pruebas de hip6tesis.

En cualquiera de estos casos lo primero que hay que hacer es encontrar un
estadistico para estimar el pardmetro (obtener un estimador del pardmetro).
Hagamos incapié en el caso Y es normal de pardmetros desconocidos u, o,
con B(Y) = pu, Var(Y) = % que es el que se asemeja mds al problema que
estamos tratando de estudiar. En este caso podemos estimar la media g por

Yty
n

7=
o promedio de valores de la muestra y estimamos o por

1 n

n—1+%
=1

St = (yz — @)2

o variabilidad centrada de la muestra alrededor de su media , en ambos casos
los estadisticos son insesgados.
Suponer que Y tiene distribucién normal N (u, 02) es equivalente a suponer
que
Y=pn+e

donde ¢ es una variable aleatoria normal de media cero y varianza o2,

Con los estadisticos Y y S? o con §? = % ; (yi — @)2 se cosntruye los

llamados estadisticos pivotales, por ejemplo, si o es conocido, el estadistico
pivotal para u es
Y —p
o/vn
que tiene distribucién normal esténdar.
A partir de los estadisticos pivotales obetenemos intervalos de confianza,
podemos hacer pruebas de hipdtesis.
Generalizacién del problema de estimacién de una variable aleato-
ria .
Supongamos que tenemos una variable aleatoria Y (respuesta) que de-
pende de una o varias variables x (o factores). Estos factores se pueden
dividir en dos grupos:




1. Un factor o un grupo de factores (xy,- - ,xx) conocidos al observar Y.
Suponemos que la dependencia de Y de estos factores tiene una forma
funcional conocida.

2. Otro grupo de factores que pueden ser conocidos o no al observar Y, no
sabemos necesariamente como depende de ellos, pero suponemos que
cada uno influye en la respuesta Y, en pequena magnitud.

En resumen, suponemos que
Y = f(or, - a) e
siendo € una variable aleatoria y en el caso de un solo factor
Y =f(z)+e
Ejemplos:
1. Y = beneficio anual obtenido por una corporacién
X = gastos de publicidad.

2. Y = aumentode peso, en un mes, de cierta raza de ganado que se
alimenta con cierto tipo de alimento.
X1 = peso inicial del animal.
X5 = cantidad de alimento consumido diariamente.
X3 = contenido de proteinas del alimento.
X, = contenido de agua del alimento.

X5 = contenido de carbohidratos del alimento.

Y. 1 el animal estuvo sano en el mes
6 0 el animal estuvo enfermo en el mes

3. Y = nota obtenida por un estudiante de ingienerfa en matematica I

X = nota obtenida por un estudiante en la prueba de admision.

En todos estos casos vamos a querer estimar la media de Y como funcién
de X ode Xy, -+, Xj, queremos contestar preguntas como la siguiente:



1. 7*Cuél es el beneficio medio de la corporacién para un gasto dado de
publicidad X = z7?

2. 7°Cual es el aumento de peso promedio para los animales que no se
enfermaron en un mes y que recibieron un alimento que contenfa 15%
de proteinas, 10% de agua y el resto de carbohidratos?

Estos modelos
Y = flor o) +e

que relacionan una variable aleatoria dependiente Y con una o varias vari-
ables independientes x1,--- ,x; no aleatorias se denominan modelos de re-
gresién. Si tenemos una sola variable independiente

Y = f(zx)+e

hablamos de modelos de regresién simple. Si tenemos varias variables inde-
pendientes hablamos de regresién muiltiple.

El modelo que estudiaremos es el de regresion lineal simple, nos limitare-
mos al caso en que f es una funcién lineal de x :

Y =0,+br+c¢

donde ¢ es una variable aleatoria, se estudiard la dependencia lineal de una
variable aleatoria Y (respuesta) respecto de una variable explicativa x. En
general, la palabra ”lineal” se refiere a los pardmetros, es decir, ningin
pardmetro en un modelo lineal, aparecerd con exponente o multiplicado o
dividido entre otro pardmetro. Es decir los siguientes modelos son también
lineales en los pardametros:

Y =By + B+ Byz* + €
Y = By + 017 + Box® + G323 + ¢
Y =0,+0,In(z)+¢
Y = By + B171 + Bowa + B3r123 + €

pero el modelo Y = B, exp(3;z) + € no es lineal en los pardmetros. Nosotros
estudiaremos soélo el caso f(z) = B, + [1x.

Hipdétesis Basicas:

Se observan n variables respuestas (aleatorias) Y; = 3, + 0y2; + &;,1 =
1,2,-+- ,n que corresponden a cada variable no aleatoria x;(variable inde-
pendiente explicativa). Las variables Y; son independientes estocdsticamente
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(independencia en el sentido aleatorio o probabilistico), es decir, €; y ¢; son
independientes para i # j. &; tiene distribucién N(0,0?). Todas las observa-
ciones tienen la misma varianza, Var(Y;) = o2; E(Y;) = 3, + B1z;. Por lo
que estimar la media de las variables respuestas es equivalente a estimar los
pardmetros de la recta de regresion.

Método de Minimos Cuadrados:

Para obtener los estimadores de minimos cuadrados de los pardmetros
By, 81 se considera la desviacién de la observacion Y; de su media y se deter-
minan los valores de los pardmetros que minimizan la suma de los cuadrados
de estas desviaciones. La iésima desviacion o i — ésimo error es

gi=Y; — (ﬂo + 61%)

y la suma de los cuadrados de los errores es

n

25? = Z (Yi— By — ﬂ1$z’)2
i=1

i=1

diferenciando con respecto a los pardametros e igualando a cero obtenemos
las siguientes ecuaciones

nﬁo+ﬁlz$i = Zyi

R
Bodwi+ 0y 2o =Y iy

i=1 =1 i=1

que conducen a obtener los estimadores buscados, el estimador minimo cuadrado
de 3, es

By =y — Bix
con .
LE-D) W) oy
Bl = g
5 (s w
donde



es el estimador de minimos cuadrados de [3; correspondiente a las observa-
A A

ciones (x;,y;). Finalmente, dados los estimadores 3, y3, la recta de regresién
estimada para el modelo es

A A A
Y, = ﬁo"‘ﬁlxi

A
donde Y; es el estimador para la media de la observacion Y;, que corresponde
al valor x; de la variable de prediccion.

Observacion: N N

Como notacién, utilizaremos 3, y 3, para referirnos al estimador de 3, y
B, respectivamente y B; y By para los estimadores observados, es decir,
evaluados en las observaciones.

Si sustituimos la relacién entre los pardametros

By=79 — Bi7

en la recta de regresion estimada, obtenemos
A _ A
Y, =Y + By(2; — 2)
La diferencia entre el valor observado y el estimado se denomina iésimo
residuo o residual:
A
€ =Yi —Yi
y son estimadores de la variable aleatoria no observable ¢;, proporcionan
importante informacién de lo que puede faltar en el modelo de regresion

estimado. La varianza o2 en general no se conoce y se estima por la varianza
residual (su raiz cuadrada es la desviacién estandar residual)

n

1 & AN 2 1
2 _ T e 2
SR_n—221<yz yz) _n—2,71€i

1=

se usa n— 2 pues se pierden dos grados de libertad al estimar los dos pardamet-
ros (3, ;. Este estimador de la varianza es insesgado si el modelo de regresién
es correcto.

Se cumplen las siguientes propiedades: (se deja como ejercicio la verifi-
cacion)

1. Zei =0
i=1



n n /\
2. ;yFZyi

i=1
n
i=1

Estimacion por Mdaxima Verosimilitud para el Modelo Lineal
Simple.

Para hallar los estimadores minimos cuadrados de los pardmetros no se
necesité utilizar la distribuciéon de los errores aleatorios ¢;. Bajo nuestras
hipétesis es posible obtener los estimadores de méxima verosimilitud ya que
Y; son variables aleatorias independientes de distribucién N (8, + 3,zi, 02)
dado que es una funcién lineal de una variable aletoria ¢; con distribucién
normal. La funcién de verosimilitud viene dada por

1 \" 1 —
L sty Uny 3 70-2: €xX — A o T - $i2
(s yni o By ( ma) p[ 202;@ Bo = B1:)

donde

n

In(L(By, By, 07%)) = —g In(27) — -3 111 _ 2L Z 1%)2
—1

al tomar las derivadas parciales con respecto a cada uno de los pardmetros se
obtendra que los estimadores de 3, 3, son los mismos hallados por minimos
cuadrados y para o2 se obtiene

n

A -
UzZ%Z(fyi_yi)?

i=1

que no es insesgado pero para valores grandes de n no se diferencia mucho
del S% que si es insesgado.

Los estimadores de méxima verosimilitud tienen buenas propiedades, son
consistentes, suficientes y tienen varianza minima es por eso que mostramos
que los estimadores hallados para los pardametros coinciden con los de maxima
verosimilitud.

Interpretacién Geométrica dela estimacién.



El método de minimos cuadrados admite una simple interpretacién ge-
ométrica. Expresando vectorialmente las observaciones, defimanos los sigu-
ientes vectores filas:

Y/:(yla"'ayn) 1/:(1”1)
X/:(x1>"'axn) 8/:(617”'76”)
El modelo postulado es: Y =5,1+ 5, X +¢& € = (e, - ,ey)

Estimar el modelo por minimos cuadrados equivale a encontrar constantes
By, B; tales que el médulo del vector de residuos

AN
e=Y-Y

sea minimo, es decir, se trata de encontrar un vector XAf en el plano definido
por los vectores 1 y X tales que su distancia al vector Y sea minima, la
solucién es la proyecciéon ortogonal del vector Y sobre este plano, cualquier
otra eleccién nos darfa un vector residual e de médulo mayor. El vector de
residuos e serd perpendicular a todos los vectores del plano, en particular su
producto escalar con los vectores 1 y X es cero obteniéndose asf las ecuaciones
llamadas normales o minimo- cuadréticas

e'1 = i@lzo
=1

n
e€xX = E e;x; =0
i—1

observe que al reemplazar
A !/
e = (Y - Y)

A
con Y = Byl+ B X, By es la estimacién de 3, y B; es la de 3; obtendremos
las ecuaciones

o+ B mi= 2y
i= i=1
Bo o wi+ By 2i =Y iy
i=1 i=1 i=1

que permitieron hallar los estimadores minimo-cuadrado.
Propiedades de los Estimadores:
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A
1. Coeficiente de Regresion 3,

Este estimador se puede expresar como
A n
61 = E w;Y;
i=1

con w; =

A
asi, 3; es combinacion lineal de variables Y; normales, por lo tanto tiene
distribucién normal. Observe que

sz_ozw nSQ

(yi - 37)
(@ 3)

y que si denotamos por p; = la pendiente de la recta que une

(i, ;) con (,7)

By == 5 = Zdipi
Z i=1

es una ponderacién de las pendientes p; = w con pesos que
Ti — X
dependen de la distancia relativa de cada punto x; y el centro de todos

ellos, note que

] X (m-)
(mi_x)Q E : i=1
di:n—SQ_wZ >0 d_ 77,52 =1.

x
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A
El estimador/3; es insesgado, en efecto
A
B(0,) = S wib () = 60 S+ 51 S wirs = 5y

A
Calculemos la varianza de 3,

A 1
Var(B,) = Zw?Var(Yi) = UQW

A
por lo tanto (3, tiene distribucién N <61, 02#> , v asi, es un estimador
insesgado y consistente del coeficiente de regresion.

N
. Estimador 3, (ordenada en el origen)

Es preferible escribir la recta de regresién en funcién del estimador del
coeficiente de regresién, pues a veces la relacién observada no tiene
sentido para x = 0

@:@+Bl($_@

esta expresion pone de manifiesto que la relacién construida es valida en
un entorno del punto (i, @) que representa el centro de las observaciones

que se utiliza para construir el modelo. Estudiaremos las propiedades
AN

del estimador (3, ya que puede ser de interés:

BoZ@—Ble%Zyi—waiyizz<%—3«“wz> Zrzyz

es decir

N
por lo tanto también obtenemos que [, tiene distribucién normal.

A
B, es insesgado, en efecto

E (éo) =, (_ - mwz) (Bo + B12:) =
ﬂo(l - i‘sz) + 617 — 615271%%‘ =f

11



A

Hallemos la Var(5,) :

A 1 ? 1z
Var(8,) = ZT‘?O’Q =0’ Z (E - iwi) =0’ (ﬁ + @>

2 2
o . - - o

note que — es el error dela estimacién de Y pues Var(Y) = —; el error
n

n,
de estimacion de la pendiente de la recta de regresién vine dado por

A A
Var(3,) = 0>— el cual aparece reflejado en la Var(3,) y se transmite
a la ordenada del origen en funcién de lo alejado que esté = del origen.

1 _2

A
Se concluye que [, tiene distribucién N (ﬂo, o? (E n””—s%>> siendo asi

insesgado y consistente..

Observaciones:
A A
Los estimadores 3, y 3, no son independientes, aceptaremos sin demostracién

que

zo?

nS?

A A
cov(By, B1) =
_ A
y que Y y (3; son independientes

N
. Varianza residual S% (estimador de o?)

Recordemos que

— 2)5%
(n 2) E tiene distribucién X2 , (chi-cuadrado
o

con n — 2 grados de libertad), la esperanza de esta distribucién es n— 2
y la varianza es 2(n — 2) por lo que se concluye que

A
A 2 _ 9)Q2
E(S]z%): o o (n —2)S% _ 2

n—2 o2

se puede demostrar que
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Y que

AN
A 4 2 4
by O (n—2)Sg ) 20
VarlSa) = gV | CED)

A
asf S% es un estimador insesgado y consistente de 2.

A
Hemos denotado por S% el estimador insesgado de % en funcién de las
variables aleatorias Y; y S% cuando este estimador es evaluado en las
observaciones.

Inferencia sobre los pardametros: intervalos de confianza y prue-
bas de hipétesis.

A A A
A partir de las distribuciones de los estimadores 3, 8;, S% de los pardmet-

ros podemos construir estadisticos que nos permitan hacer inferencias, el
siguiente cuadro muestra los estadisticos que nos permiten hacer el contraste

pardmetro By B4 o?
A A A
estimador Bo o S%

i G IR G s
> n—2 —
Se\/1+ 5 SR o’

Coeficiente de determinacién o R?
El coeficiente de determinacién se define como

> (yAz - ?7)2
> (yi - @)2

el numerador (V E) es la variabilidad explicada por la regresién y el denom-
inador (V'T') la variabilidad total..En el caso que estamos tratando, tenemos
una recta de regresion lineal simple asi:

L. N 2
estadistico T,,_o = ~ Xy o

2 _

2
VE=Y(6:-9) =X @+ Biwi—7)~ )" = B (- 2)* = Bins?
VT = nsS?
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por lo tanto

R2 _ B%TLS% _ B%S% _ (COU(.CIZ,y))ZS_g _ (COU(Z‘,y))2 _ 7“2
S onS2 0§20 st s g2z

Y

donde r es el coeficiente de correlacién asociado a (z;,y;) el cual se define
como
cov(z, y)

TS5,

es decir, en el caso de regresién lineal simple, cuando se trata de una recta
de regresion, el coeficiente de determinacion coincide con el coeficiente de
correlacién lineal.

Se concluye que si la regresién o relacién lineal entre x e y es exacta,
Ir| = 1.

A
: : . : A o _
Si no existe relacion entre las variables (E ( 5, | ~ 0, y; es préximo a ¥)

en este caso r ~ 0.

La definicién de R? es general, R? = r? (coeficiente de correlacién de
Pearson) solo en le caso de regresion lineal simple, cuando la regresion es
una recta.

El coeficiente de correlacién se usa para comparar rectas de regresion
entre si, pero se debe evitar su uso indiscrimanado. Dos rectas de regresiéon
pueden tener la misma eficacia predictiva y los mismos errores de estimacién
y sinembargo tener diferentes coeficientes de correlacion.
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