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Resumen:

Las presentes notas de clase son para € curso de Estadistica II que comprende los temas de
muestreo, inferencia estadistica paramétricay no paramétricay andlisis multivariante, en concreto,
andlisis de regresion. Las mismas se redactan con la finalidad de dar a alumno de licenciatura un
apoyo de estudio y sintesis de latematica tratada durante la clase.

Uso de estas notas del profesor
Por favor, dese e tiempo de |eer esto. Letomara, alo mucho, diez minutos.

El objetivo de las presentes es hacer que su aprendizaje sea ameno y simple y que no sienta usted
una presion psicoldgicatal que solo se enfoque en obtener una buena nota para su promedio o, en €l
peor de |os casos, simplemente aprobar |a materia para continuar con su licenciatura.

Como lo apreciara tanto en la clase introductoria al curso como en el plan de trabgjo del mismo
publicado en € sitio que previamente le indicaron, lafinalidad del profesor y de las presentes es que
usted enfoque sus energias a solamente aprender, estudiar, hacer € trabajo que le asignen y
aprovechar el tiempo de clase. Por tanto, estos apuntes tienen un disefio smple pero que se busca
sea pedagogico para usted. Adiciona a lo ameno que se busca redactar, durante el contenido vera
definiciones que se resaltaran y que sera su obligacion aprender y memorizar. Tenga usted la
confianza de que no le sera complicado recordarlos durante clase. Sin embargo, el conocer estos
conceptos le garantizara tener una buena respuesta tanto en las pruebas de control como en las
evaluaciones parciales ya que dichas definiciones y conceptos seran preguntados en las mismas. Por
gemplo:

“La Filosofia, como lo sefidan los académicos de la Universidad de La Sapienza, se define como
‘El conjunto de concepciones sobre los principios y las causas del ser de las cosas, del universo y
del hombre”, situacion consistente con su origen etimolégico ‘Philos’, que significa amigo y
‘Sophia’ que significa sabiduria...”

Después del parrafo, usted vera algo asi:

Filosofia: El conjunto de concepciones sobre los principios y las causas del ser de las cosas, del
universo y del hombre.

También podréan venir definiciones, comentarios o férmulas durante € contenido que no pueden
separarse como una definicion independiente pero que, sin embargo, usted nunca debe olvidar y que
se sefialan con un fondo gris ya que son clave para su aprendizaje:

Para | a definicién de contenidos:
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“... Como se puede apreciar, gracias a lainiciativa de George Washington y Lafayette, Luis XVI
apoy6 la independencia de Estados Unidos y mand6 a la ruina econémica a Francia. Esta ruina
generd la revolucion francesa que llevaria a Napoléon Bonaparte al poder. Es entonces que el
asenso de Napoléon como emperador y su invasion a Espaiia, fue el principal acontecimiento
historico europeo que motivo la independencia de México...”

Este concepto dificilmente lo olvidaréd al estar resaltado y, a su vez, sera la respuesta de una
pregunta de prueba de control en clase 0 examen dél tipo:

¢Cudl fue el principal acontecimiento historico europeo, adicional a muchos otros suscitados en la
Nueva Espaiia, que motivo la independencia de México?

Usted ya sabe la respuesta (NOTA: la pregunta en un examen puede venir de diversas formas y
redacciones, con respuestas de opcion multiple, completar, etc. Este es un simple g emplo de lectura
de las presentes notas)

Parala definicion de formulas;

“Por tanto, con la derivacion previamente empleada, € area de un circulo se define como:

2
A=rm-r

Formula 1 area de un circulo:

A=m-r®

El Dr. De laTorre espera que estas notas sean de su provecho. No se deje impresionar si cree que es
mucho material para estudiar. Yaverausted que la carga de materia es amenay fécil dellevar.

Es importante sefialar que las presentes son una parte fundamental de la materia pero en ningdn
momento se esta afirmando que son la Unica fuente que debe usted estudiar y repasar. En muchas
ocasiones se revisardn temas y se haran comentarios que pueden no venir en estas lineasy que, sin
embargo, pueden preguntarse en las pruebas de control 0 examen. Por tanto, se le sugiere llevar sus
propias notas a mano en clase, asistir a la misma y poner atencién a todos los comentarios e
indicaciones hechos por €l profesor para evitar omisiones.

Dr. Oscar DelaTorre.
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1 Introduccion: Repaso de Estadistica, conceptos y definiciones.

1.1 ;Para qué estudiamos esto?, ;Como se come?, ;Es un desperdicio de
mi tiempo el estudiar Estadistica si soy contador, administrador o
informatico?

Antes de iniciar con la parte prominentemente técnica y bonita de la materia, es importante
sensibilizar al alumno de la necesidad de la misma y cdmo podra esta cambiar su vida y la de los
seres que lo rodean a través del conocimiento que asimile.

Un primer impulso que todos los alumnos tienen es creer que, por el hecho de estudiar para
contadores, administradores o informaticos, la Estadistica sirve solo para rellenar la curricula que
se ofrece en la universidad y que nunca la utilizardn en su vida futura. Esto es realmente tanto
falso como tragico ya que, como futuros profesionistas independientes, investigadores, duefios de
empresas o cabezas de gobierno (por citar casos de dénde se ejercera su maravillosa profesion y
en donde se necesita de esta materia) deberan tomar decisiones.

En otros casos usted se debera saber si lo que se esta haciendo es o sera realmente apropiado, por
lo que es de necesidad conocer si lo que se planea realizar; como puede ser un negocio, la
apertura de una empresa o linea de producto, la realizacién de una inversidn, la implementacion
de un sistema informatico o el disefio de una campafia politica o social, le serad necesario e incluso
rentable tener informacidn debidamente procesada para planear, decidir, ejecutar y controlar de
manera exitosa.

A lo largo de sus estudios le han ensefiado muchas cosas como puede ser el manejo de los
registros contables y la informacién financiera de su empresa u organismo. También le han
instruido cdmo hacer algunos estudios de mercado, algo de microeconomia aplicada a la empresa
y se la ha dicho como son el proceso administrativo y el de produccidn. Sin embargo todo esto no
se manda solo y recae en algo muy importante (sin demeritar otras aplicaciones de la Estadistica)
que nunca debe olvidar:

Usted como alumno debe tomar una decisiéon y écdmo podra hacerlo usted si no tiene informacién
gue le oriente o, preferentemente, le dé la certeza de que lo que hace esta bien?

En este punto es donde la Estadistica cobra importancia. Para dar una idea de esta relevancia,
piense usted en la empresa Apple Inc. Cuando el sefior Jobs retomé las riendas Macintosh (asi se
llamaba antes), esta era una empresa que vendia computadoras y tenia una tecnologia mas
avanzada que las propias PC’s que trabajaban con Windows. Sin embargo, era una empresa que
vendia poco en relacidn a sus competidores y tenia pérdidas financieras, debido a que los
directivos anteriores veian a su empresa como proveedora de equipos de cdmputo avanzado para
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arquitectos, ingenieros y disefiadores. Es decir, se veian como una empresa de nicho y apostaban a
que la calidad prevaleceria sobre el precio.

Sin embargo, Steve Jobs apostd a otro segmento de mercado que poco habia sido explotado o de
interés para ellos: El del ciudadano promedio (estudiante, ama de casa, joven, anciano, fotégrafo
etc.). La facilidad de uso de la PC en comparacién a una Macintosh era algo que necesitaban
sortear. La primera propuesta que Jobs hizo fue cambiar el microprocesador propio de Mac por los
producidos por la empresa Intel. Esto de tal forma que Apple Inc. redujera costos de produccién y
lograra que los nuevos usuarios de Mac pudieran utilizar Windows y sus aplicaciones que solo
funcionaban en dicho sistema operativo, ya que detectaron que pocos programas o aplicaciones
de la vida cotidiana corrian o se disefiaban para Mac.

Aqui la pregunta de interés sera plantear ¢ Cémo llegd Jobs a esa decisién y cdmo convencid a su
junta directiva para tomar ese paso de olvidar el microprocesador propio de Apple para cambiarlo
por uno de Intel? Las labores de negociacién que llevd a cabo no son de interés y dudamos mucho
gue a Apple Inc. desee publicar las minutas de su reunidn, ya que es informacion clasificada. Lo
gue si se puede suponer es qué informacidn presentd a su junta. La respuesta es muy simple: Les
presentd un estudio de mercado donde preponderan los resultados logrados con la Estadistica.

De entrada, su director de Marketing o Mercadotecnia tuvo que realizar un muestreo de racimo
(veremos en breve qué es ese concepto) en el que realizé encuestas y obtuvo cifras de diferentes
usuarios de computadoras, comenzando por profesionales graficos (arquitectos, musicos,
disefiadores, ingenieros, etc.) y termind con grupos como estudiantes y amas de casa en donde
demostré que la nueva Mac con Windows tenia las mismas prestaciones de accesibilidad y
facilidad de manejo que una PC pero con mucha mayor capacidad de computo. Esto aunado a las
prestaciones de procesamiento, calidad y rapidez de inicio de la computadora (algo que nos
molesta a los usuarios de PC). Lo que Jobs pudo hacer, con la ayuda de su staff de marketing,
produccidn, disefio informatico y finanzas, fue simplemente hacer un muestreo, hacer una
inferencia (normalmente distribuida o no’) respecto a su muestra y demostrar una hipétesis:
“Dado que una Mac cuesta lo mismo que una PC de alto rendimiento, el usuario promedio
prefiere una Mac a una PC porque su desempefio y su calidad es superior.” Para comprobar
como valido ese enunciado, Jobs y su gente tuvo que hacer un proceso de andlisis estadistico que
aprendera usted a realizar en esta clase. Una vez que demostrd eso, la junta directiva de Apple Inc.
decidid invertir miles de millones de délares en las nuevas MacBook pro y air, negocio que les
representd una entrada de dinero tan grande al grado de que hoy en dia Apple Inc. es una
companfia mds cara que Exxon, la gran compafiia petrolera de Estados Unidos, sin tener todos los
activos y patentes de esta ultima.

1 . . ’ o ~ ’

No siempre la microeconomia clasica y pura que nos ensefian en la carrera es completa. Aqui entra la
estadistica para mejorarla.
2 .

En breve analizaremos un poco de ello.
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Si este ejemplo no le fue suficiente, piense ahora en un inversionista que maneja su portafolio de
inversiones en la Bolsa Mexicana de Valores y en la Bolsa de Nueva York. Este individuo tiene el
siguiente objetivo en su dinero: lograr cada semana un rendimiento positivo promedio de 0.5%
con una variabilidad de £1%. Es decir que tiene como objetivo perder maximo 0.5% y que la tasa
de rendimiento que logre se encuentre en el intervalo dado por [-0.5%, +1.5%], siendo su objetivo
siempre ganar en promedio 0.5% a la semana (con semanas buenas y malas). ¢Qué debe de
hacer? Lo primero que debe realizar el individuo es obtener informacién histdrica de los precios de
las acciones en las que quiere invertir y luego debe calcular los rendimientos semanales que tuvo
cada una. Después de ellos, debe generar una muestra en cada caso, hacer un portafolio a su
gusto (eso no lo veremos en esta materia) y, ya que tiene el disefio del mismo, debe responder,
con Estadistica inferencial que veremos aqui, si efectivamente ese portafolio de muchas acciones y
bonos le paga un rendimiento del 0.5% promedio a la semana, de tal forma que tenga
fluctuaciones de £1%. Lo que haria ese inversionista es algo que usted va a aprender en Estadistica
1.

Es entonces, después de estos dos ejemplos, que usted puede replantearse si realmente le servira
0 no esta materia en su vida.

Como puede apreciar, la Estadistica es la materia donde un administrador, un contador moderno,
un informatico, un economista, un politico culto y preparado o cualquier profesionista que dirija
una empresa, un grupo de personas o agrupacion social debe conocer para desenvolverse con
fluidez, de lo contrario tomard decisiones poco informadas y cometer errores que cuesten mucho.

1.2 Repaso de conceptos y definiciones de Estadistica I.

En el presente sub apartado se recordaran algunos conceptos de la materia de Estadistica | que
seran punto de partida.

De entrada hay que recordar que la Estadistica es una rama de la Matematica consistente en “El
conjunto de técnicas de recoleccidn, presentacion y correcto andlisis de informacion numérica
relacionada con facilitar la toma decisiones frente a situaciones de riesgo (falta de certeza)”.
Aqui usted podra identificar un elemento y circunstancia de la vida real: Los individuos, en lo
cotidiano, estamos sujetos a tomar decisiones con falta de certeza. Y aqui es donde hacemos un
primer paréntesis.

Estadistica: El conjunto de técnicas de recoleccidn, presentacion y correcto andlisis de informacién
numérica relacionada con facilitar la toma decisiones frente a situaciones de riesgo (falta de
certeza).

En la vida en general, segln lo sugiere la teoria matematica de la decision, se conciben cuatro
escenarios en los que tomamos decisiones los individuos:
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1. Escenario de certeza: En este escenario el individuo sabe con seguridad las consecuencias
de la decisién que tome.

2. Escenario de riesgo: En este escenario el individuo carece de certeza alguna y puede
cuantificar o determinar los diferentes resultados futuros de su decision.

3. Escenario de incertidumbre: Aqui el individuo carece también de certeza pero sabe que la
Estadistica no le sera de utilidad, por tanto, no puede cuantificar los diferentes resultados
futuros de su decision.

4. Escenario de conflicto: En el mismo se pueden o no conocer los resultados futuros. Sin
embargo, estos no dependen de cuestiones estadisticas sino de los gustos e intenciones
de otros individuos que no se pueden saber a ciencia cierta.

En relacién al escenario de certeza se puede decir que, en nuestro universo y vida en general, este
escenario es practicamente tedrico (por no decir que inexistente). Sin embargo, en algunos casos,
podria decirse que casi existe la “certeza” de lo que suceda cuando decidamos. Por ejemplo,
podemos saber que en Morelia es de noche a las 11:00 PM. Aunque esto puede ser diferente en
ciudades como Oslo donde en el verano se tiene un sol de las 11:00 de la mafiana cuando son las
11:00 PM, en el contexto de un moreliano, la afirmacién anterior es casi cierta.

Escenario de certeza: Escenario en el que el individuo sabe con seguridad las consecuencias de la
decisiéon que tome.

Escenario de riesgo: Escenario en el que el individuo carece de certeza alguna y puede cuantificar
o determinar los diferentes resultados futuros de su decisidn con la Estadistica.

Escenario de incertidumbre: Escenario en el que el individuo sabe que la Estadistica no le sera de
utilidad ya que no puede cuantificar los diferentes resultados futuros de su decision.

Escenario de conflicto: Escenario en el que el individuo puede o no conocer los resultados futuros.
Sin embargo, estos no dependen de cuestiones estadisticas; sino de los gustos e intenciones de
otros individuos que no se pueden saber a ciencia cierta.

En lo que se refiere al escenario de riesgo, este serd en el que usted se contextualizard ya que
utilizara la Estadistica para aproximar los posibles resultados que tendra usted al decidir por un

proyecto, empresa, inversién o actividad.

Un ejemplo del escenario de incertidumbre podria ser que usted intente determinar qué tan
factible es que le caiga un meteorito a su nuevo restaurante. Eso, en algunos casos que no
interesan a esta materia, podria determinarse. Baste simplificar un poco la vida y decir que ese
potencial fendmeno no se puede modelar con la Estadistica y por tanto es incierto saber qué
eventos astrondmicos podrian influir en la seguridad de nuestra empresa.
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Por ultimo, como ejemplo de un caso de escenario en conflicto, pueden tenerse las negociaciones
en la cdmara de diputados. Por ejemplo, piense en un tema dificil como es una reforma fiscal.
Algunos partidos propondran algo y los otros quizd no cedan en su postura de aceptar o no dicha
propuesta, por lo que los posibles resultados se podrian conocer, podrian modelarse con la
Estadistica pero, a decir verdad, el resultado no depende del modelado de un evento aleatorio
sino de la voluntad de las partes en la negociacion.

La razén de hacer este breve paréntesis radica en resaltar que usted realizara, por lo general,
decisiones en un entorno donde podria conocer, o al menos tener una idea genérica, de lo
posibles resultados que tendrd como consecuencia las decisiones que tome o conocer realmente si
la informacion que tiene es apropiada.

Por ejemplo, si usted produce botellas de agua de 1 I, debe revisar que su linea de produccién
cumpla con el contenido para evitar un problema con PROFECO. Para ello usted obtiene una
muestra de botellas y mide la cantidad que contiende cada una. Como el proceso de envasado
tiene multiples factores que pueden hacer que no se tenga exactamente 1 | en todas las
botellas, usted esta en un escenario de riesgo donde diferentes niveles de llenado pueden fluctuar
en .7, .8, .99, .5 litros. Este es un escenario de riesgo en el que usted tiene multiples resultados
que potencialmente conoce.

Por tanto y para fines de la materia, todas las decisiones que deba usted efectuar en su negocio,
las realizara en un contexto de riesgo.

1.2.1 La probabilidad ;Qué es y como se cuantifica?

Ya que se establecié el tipo de escenario en donde usted tomara decisiones, es de necesidad
recordar un elemento de importancia: La probabilidad. Esta se define como “Una medida
numérica que cuantifica numéricamente la posibilidad de que un resultado o evento se
presente”.

En un espafiol mas simple, la probabilidad es un nimero que indica a quien lo utiliza qué
posibilidad se tiene de que algo suceda. El ejemplo mas comun se escucha en los noticieros: “El dia
de hoy se tendrdn nublados con una probabilidad de precipitacion pluvial de 80%”. Esto indica que
el dia de hoy es muy posible que llueva.

Probabilidad: “Una medida numérica que cuantifica numéricamente la posibilidad de que un
resultado o evento se presente”.
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En virtud de la definicidn de probabilidad dada, es de interés observar la definicidon de lo que se
conoce como “evento”. Como se establecid previamente, la probabilidad es el nimero que
determina qué tan posible es que se de ese evento. Por tanto el mismo se define como:

Evento: “El futuro acontecimiento que resultara de cualquier accion tomada en el presente”.

El evento no es mas que el resultado futuro que se logra con la decisién que tomemos como
administradores, contadores o informaticos. Por ejemplo el lanzar una moneda (jugar un “volado”)
tiene dos eventos: cara o sol.

Sin embargo, dado que la moneda lanzada y, en especifico, el resultado que se logre, es algo
sujeto al azar, se tiene que este evento es un “evento aleatorio” y el hecho de lanzar una moneda
se conoce como “Experimento aleatorio”

Todos los eventos que se estudien en esta materia se consideraran “eventos aleatorios” y las
decisiones que deba tomar, desde un punto de vista Estadistico, se considerardn como un
“Experimento aleatorio”. En este experimento aleatorio, todos los posibles eventos aleatorios que
puedan existir en el mismo forman un conjunto llamado “Espacio muestral”. En el caso de la
moneda que estudiamos previamente, el experimento aleatorio es jugar al “volado”, el espacio
muestral es un conjunto de solo dos eventos aleatorios: tener cara o tener sol.

Evento aleatorio: “Son los resultados o acontecimientos cuyo valor, dada una decisién previa,
estdn sujetos al azar”.

Experimento aleatorio: “Es una actividad sujeta a las leyes de la probabilidad en la que se puede
obtener uno solo de los eventos aleatorios que conforman el espacio muestral”.

Espacio muestral: “Es el conjunto de posibles eventos aleatorios (resultados) que pueden tenerse
en un experimento aleatorio”.

Algo que es importante saber ahora que se definié lo que es un evento aleatorio, un
experimento aleatorio y la probabilidad, es que existen dos tipos de probabilidades:

Probabilidad subjetiva: Es una medida numérica que expresa un grado personal o tedrico de que
un evento suceda.

Por ejemplo usted puede creer que una sefiora embarazada tiene 50% de probabilidades de dar a
luz una nifia 0 50% de lograr un nifio.

Probabilidad objetiva: Es una medida numérica que cuantifica la posibilidad de que un evento
aleatorio suceda en relacién al total de eventos de un espacio muestral.
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En un espafiol mds plano, la cantidad de veces que usted puede lograr un “tres” al lanzar un dado
es uno. Es decir usted solo puede lograr un tres si lanza un dado ya que el dado solo tiene impreso
dicho nimero una vez. Sin embargo el dado tiene seis niUmeros. Es decir, en nuestra terminologia
estadistica, el experimento aleatorio de lanzar un dado tiene un espacio muestral consistente en
seis eventos aleatorios:

Evento aleatorio (nimero logrado en el dado al lanzarlo)

1
2
3 | Espacio muestral

4 | (todos los resultados de lanzar un dado)
5

6

6

Total de eventos aleatorios en el espacio muestral=

El experimento aleatorio consiste en lanzar el dado y obtener
uno de los seis posibles resultados o eventos aleatorios
que forman el espacio muestarl (1,2,3,4,506)

Figura 1 llustracidon del espacio muestral del evento aleatorio "lanzar un dado" donde se exponen los posibles
"eventos aleatorios”.

En base al experimento aleatorio (denotado con X) anterior, la probabilidad de tener un 3 en el

experimento aleatorio llamado “lanzamiento de dado” es:

Formula 1:
#eventos aleatorios

probabilidad = p(x) =

Tamario de esp .muestral

» (x) _ #evintos aleatorios 1 —16.666%
Tamario deesp.muestral 6

Esto significa que la medida numérica de la posibilidad de obtener un 3 en el lanzamiento del dado
es de 16.6666% que se logra de dividir el nimero de eventos aleatorios de interés

(# ) entre el tamafio del espacio muestral que es de 6.
¢Cudl es la diferencia entonces entre la probabilidad objetiva y la subjetiva?

La diferencia radica en que la subjetiva se basa en cuestiones tedricas, como es la creencia de la
probabilidad de que un recién nacido nazca mujer u hombre. La objetiva se basa en definir, a la luz
de posibles resultados previamente definidos y con daros observados, la posibilidad de que un
evento aleatorio se presente dado el nimero de veces que puede suceder en relacién al nimero
de veces que este y el nimero del resto de resultados puede acontecer (como en la férmula 1).

Derechos de autor: Dr. Oscar Valdemar De la Torre Torres. (Registro en tramite)




Estadistica Il Notas del profesor para el alumno
Pagina: 14

Ahora, es importante sefialar que en esta materia siempre se trabajara, salvo que se diga lo
contrario, con probabilidades objetivas.

1.3 Medidas de tendencia central y medidas de dispersion.

1.3.1 La media, la medianay la moda

Hasta ahora se ha dado una definicién introductoria de la probabilidad de que suceda un evento
aleatorio o resultado esperado y se han dado dos ejemplos sencillos. Ahora recuerde usted el
evento aleatorio de la linea de produccién de botellas de agua previamente mencionado. Usted no
sabe ni sabrd con seguridad cudles seran los posibles resultados del espacio muestral del nivel de
llenado de sus botellas. Este puede ser tan grande como:

espacio muestral= {0 1., 0.00000001 I., 0.0000023 |., 0.556477261., 11.,...}

Es entonces que usted, para organizar la vasta informacién que tiene y tener un par de nimeros
en la cabeza que le resuman todos los datos, recurre a otro tipo de medidas que vio en Estadistica
| y que se conocen como medidas descriptivas. Las medidas descriptivas a las que se refiere esto
son las medidas de tendencia central y las de dispersidén y, para esto, se requiere una observacion
de diferentes elementos de una poblacién o conjunto de caracteristicas buscadas en un grupo de
objetos que la presentan.

Por ejemplo, usted simplemente se dedica a medir el nivel llenado de todas las botellas de agua
producidas a lo largo de la vida de su fabrica y el conjunto de datos que logre de todas sus botellas
se llama poblacién.

Poblacion: Conjunto de todas las observaciones posibles sobre una caracteristica de interés
observada.

Aqui es importante sefialar que la observaciéon, como su nombre lo dice, es el resultado o valor de
un evento aleatorio que se tiene una vez que se realiza el experimento aleatorio.

Es decir, para fines del ejemplo de las botellas, el experimento aleatorio es el nivel de llenado de
una botella con multiples valores o eventos aleatorios en el espacio muestral (infinita cantidad de
los mismos)?, los cuales se observaron una vez que se realizo el evento de llenarla.

En base a toda la informaciéon que recabe usted con esta medicidn, registro y conteo podrd
calcular probabilidades pero ¢Qué pasa si usted produjo en los, digamos, cinco afios de vida de su
fabrica, 1 milldn de botellas?, ¢Cémo va a procesar toda esa informacion para calcular la

3 . . . . . .
En breve se vera la diferencia entre una magnitud continua y una discreta.
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probabilidad de que este embotellando entre 0.8] y 1l de agua en cada una?, es decir, {como sabe
usted que se estan cumpliendo con los estandares de calidad en el llenado de tal forma que no
tenga problemas con sus clientes, y PROFECO?

Para responder esto, se emplean las medidas de tendencia central y de dispersion.
Las medidas de tendencia central son, como su nombre lo dice, aquellas que identifican el

comportamiento mas comun en la caracteristica buscada y las tres mas empleadas son la media (o
promedio), la mediana y la moda.

La media o promedio ( ): Es la medida de tendencia central que se obtiene de sumar los valores
de todas las observaciones ( ) de la poblacién y dividir dicha suma entre el nimero de
observaciones ( ).

Férmula 2:

Por ejemplo piense en la poblacion de 10 lanzamientos de dados:
X ={14,2,3,4,4,5,6}
La media (denotada por ) de la misma sera:

1+4+2+3+4+4+5+6
H= 8

=3.625

La mediana: Es el valor de la observacidon que, una vez ordenada la poblacién de la menor
observacién a la mayor, que se encuentra exactamente a la mitad de la poblacidn.

La condicion necesaria para que exista la mediana es que, al establecerse la misma, se cuente el
mismo numero de observaciones arriba y debajo de la misma. Por ejemplo piense en la siguiente
poblacién de nimeros:

X ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}

Aqui claramente la mediana es el 5 ya que es el nUmero que se encuentra a la mitad y el que tiene
el mismo numero de observaciones a la izquierda y a la derecha.

Moda: Es el valor de evento muestral que presenta el mayor nimero de observaciones en la
poblacién estudiada.
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Siguiendo el ejemplo de los 10 lanzamientos de dados,

X ={1,4,2,3,4,4,5,6}

se observa que la moda seria el 4 ya que es el nUmero que mas veces aparece en la poblacién

Las medidas de dispersiéon, como su nombre lo indican, determinan el nivel de separacion

(dispersidn) que todas las observaciones de una poblacidn tienen respecto a una de sus medidas
de tendencia central.

Las dos medidas de dispersion cominmente empleadas son la varianza (o su raiz cuadrada la
desviacidn estandar) y la desviacién media absoluta.

1.3.2 Lavarianzay la desviacidon estandar ;qué significan? y ;Por qué la calculamos la
varianza elevando al cuadrado las diferencias respecto a la media?

La varianza es, quizd, la medida de dispersién mas empleada en la Estadistica y en todo tipo de
aplicaciones. La misma simplemente se dedica a medir el tamafio promedio de separacién que las
diferentes observaciones de la poblacidn tienen respecto a u media ().

Varianza: La separacién promedio que tienen las observaciones de una poblacién respecto a su
media.

Si se piensa de nuevo en nuestro ejemplo del nivel de llenado de las botellas de agua, se puede
apreciar que nuestros millones de botellas tienen diferentes separaciones respecto al llenado
promedio. Para ilustrar esto suponga usted que la poblacidon de observaciones de botellas lleva a
un nivel de llenado promedio de 0.891 ( = 0.89/ ) y que tiene solo una poblacién de tres botellas
producidas con 0.78 1, 0.92 | y 0.84 |. La separacién respectiva respecto a la media en cada caso es

de -0.11 1, 0.11 | y 0.02 I. La varianza simplemente determina la separaciéon promedio. Es decir, el
promedio de -0.111,0.11 1y 0.02 1.

Pero jAltol, vea bien usted los valores. Si recordamos la férmula del promedio tenemos que sumar
los tres valores anteriores y dividir entre tres, lo que nos llevaria a una varianza muy pequeiita y
mal calculada:

-0.111+0.111+0.021 0.021
3 =

=0.006 |
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Esto le estaria diciendo erroneamente que la varianza o desviacidon promedio respecto a la media
no existe. Cosa que claramente no es cierta. Para dar una mayor idea, recuerde ahora el ejemplo
de los dados y la poblacion de posibles resultados:

Valor del dado |Promedio o media |Diferencia respecto a media
1 -2.5

2 -1.5

3 35 -0.5

4 0.5

5 1.5

6 2.5

Suma de las diferencias 0

Numero de observaciones 6

Promedio de diferencias respecto
a media(varianza) =0/6=0 (i?!)

Tabla 1 Calculo erréneo de la varianza en el evento aleatorio "lanzamiento de dado".

Cuando se calculan las diferencias de cada resultado (u observacién) respecto a la media o
promedio de resultados (que es de 3.5), se puede observar que realmente existen diferentes
separaciones del valor de cada observacion respecto a la media (ultima columna de la tabla 1). Sin
embargo, como medida de dispersion, a usted no le interesa saber todas las diferencias sino su
valor promedio. Es decir, el grado de separacién medio.

Retomando la férmula 2 puesta en pdgina previas, usted tendrd que sumar las diferencias
respecto a la media (columna de la derecha). Sin embargo, aqui se puede usted llevar una mala
sorpresa al ver que la suma da cero vy, al calcular la diferencia media, el calculo nos dice que no
existe separacion alguna. ¢Serd cierto eso? Si usted revisa la tabla estudiada y los valores de las
diferencias podra observar que no. Entonces ¢Qué se sugiere hacer? Para calcular la varianza,
simplemente se eleva al cuadrado las diferencias respecto a la media expuestas en la columna
derecha de la tabla anterior, se sumany se dividen entre el nimero de observaciones. Esto seria:

\Valor del dado [Promedio o media |Diferencia respecto a media |Diferencia elevada al cuadrado
1 -2.5 6.25
2 -1.5 2.25
3 -0.5 0.25
4 35 0.5 0.25
5 15 2.25
6 2.5 6.25
Suma de las diferencias 0 17.5
Numero de observaciones 6 6
Promedio de diferencias respecto célculo malo: calculo bueno (varianza):
amedia(varianza) '=0/6=0 (i?!) 2.916666667

Tabla 2 Calculo correcto de la varianza en el evento aleatorio "lanzamiento de dado".

Es entonces que, con el ejercicio anterior, usted puede ahora saber por qué debemos calcular la
varianza (denotada por ) elevando al cuadrado las diferencias de las observaciones respecto a la
media de la poblacidn:

Formula 3:
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La formula anterior, para el ejemplo de los dados expuesto en la columna sombreada de la tabla
anterior seria:

(1-35)°+(2-35)"+(3-35)
,_ +(4-35) +(5-35) +(6-35)°

o
6
6.25+2.25+0.25
o7 = +0.25+ 2.25+ 6.25 _ 17.5 20166,

6

Ahora usted podra pensar que este nUmero estd un poco raro ya que a usted no le hace sentido
elevar al cuadrado las diferencias. Sin embargo, en la Matematica se pueden hacer cambios y
trucos discrecionales sin que la realidad cambie y esto que se realiza (elevar al cuadrado las
diferencias de las observaciones respecto a la media) se trata de un mero “ajustito” matematico
para que salgan las cuentas.

Para ahorrarle la crisis existencial, una vez que se calcula la varianza, lo que muchas veces se hace
(y no sera la excepcién aqui) es simplemente calcular la raiz cuadrada de la varianza para obtener
la desviacidn estandar (denotada simplemente por ). Esto, para el ejemplo de la varianza del
dado, seria:

o =Jo? = /2.916666 = 1.7078...

Formula 4:

oo

Entonces ahora podra hacerle sentido hacer la siguiente afirmacion a sus clientes o a si mismo. “En
el lanzamiento de un dado, el valor promedio de los seis posibles resultados (media) es de 3.5 el
cual tiene variaciones potenciales de *1.70. Es decir, en promedio esperariamos tener un 3.5 con
posibilidad de sacar al menos un 1.8 o un 5.2”

Tranquilicese, bien es cierto que estos nimeros son imposibles. El ejemplo del dado se presenta
para ilustrarle a usted la forma de cdlculo de media y desviacién estandar. Para dejarle con algo
mas palpable, piense ahora en un corredor de bolsa. Este individuo quiere especular con el valor
de una accién de telecomunicaciones y desea saber qué precio tendra la misma el dia de mafiana
en tres escenarios: uno factible, uno optimista y uno pesimista. Lo que este individuo realiza
entonces es obtener el una muestra del precio histdrico de esa accién del ultimo mes (la forma de
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determinar el tamafio de muestra se vera en breve) o ultimos 30 dias y calcular el promedio con la
féormula 1y la desviacion estdndar con las formulas 3 y luego la 4.

Lo que, posteriormente hara, es tomar la media como escenario factible y a esa media sumarle la
desviacidn estandar para obtener el escenario positivo o restdrsela para lograr el negativo.
Suponga usted que el corredor obtiene las siguientes medidas de tendencia central y dispersion:
u=23

o=25

Dado que el escenario factible es la media, El inversionista podria terminar con una inversidn que
valga $23 el dia de mafiana. Para calcular el escenario optimista deberd hacer la siguiente suma:

u+o =23+25=255

Para el escenario pesimista debera hacer lo siguiente:

u+o =23-25=205

Esto llevara al corredor a tener la siguiente tabla de escenarios y decidir si quiere comprar la
accion:

Escenario calculo Precio esperado en la accién
Optimista u+o =23+25=255 25.5
Factible u=23 23
Pesimista u+o=23-25=205 20.5

Tabla 3 Escenarios esperados para del precio de una accién en base a un andlisis con medidas de tendencia central y
de dispersion.

Lo que el profesor

espera con este ejemplo es que se logre entender que la media ( 41 ) es el resultado promedio que
podria esperar en un evento aleatorio (como las botellas, el nivel de ventas de una Mac o el precio
esperado en la accion por parte de un inversionista), dada la poblacidn de observaciones y que la
varianza (o?) o si prefiere la desviacién estandar (O0°)*, que es mas facil de interpretar, miden
simplemente el grado de separacién promedio que todas las observaciones de la poblacién tienen
respecto a la media ( & ). En términos gréficos esto seria:

4 . .
Que es la raiz cuadrada de la varianza
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2 T T T

©  obsenaciones
(,2 = varianza o promedio de diferencias elevadas al cuadrado —® Media |,
18 —

16 o = desviacion estandar (raiz cuadrada de la

\varianza) que también representa el promedio de
diferencias respecto a la media pero, a diferncia de la
\arianza, aqui se quita el ajuste matematico calculando:
14~

/ T o= ralz(cz)

121 Media (1) |

08 -

0.4 — =

02— -

Grafica 1 llustracion de la media, la varianza y la desviacidn estandar de una "poblacién" compuesta de
"observaciones" resultantes de la realizacion de un "evento aleatorio” en un "experimento aleatorio".

Ya que se repasé lo que es la media, la varianza y la desviacidn estandar, es de necesidad observar
lo siguiente: En la mayoria de los casos se utiliza la media como medida tendencia central y la

desviacion estandar para hacer analisis estadistico y esto, salvo en los casos que se exprese lo
contrario, sera aplicable en la materia.

1.3.3 Reglas de dedo para calcular la media y la desviacion estandar:

Ahora se le da la receta “de cocina” para calcular estas dos importantes medidas o estadisticas:

Media:

1. Tome todas las observaciones de su poblacidn (o muestra como se vera en breve)
Sume los valores numéricos de las observaciones.
Cuente el nimero de observaciones que tiene.

P wnN

Divida la suma de valores numéricos de las observaciones entre el nimero de las mismas.

Desviacion estandar:
Varianza:
1. Recuerde que debe calcularse la varianza para obtener este valor. Por tanto, debe
calcularse primero la media.
2. A cada valor numérico de cada observacion se le resta el valor de la media (vea columna
“diferencias respecto a la media” en la tabla 2). Es decir, se calcula la diferencia entre cada
valor numeérico de cada observacién respecto a la media.
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3. Las diferencias calculadas anteriormente se elevan al cuadrado (vea columna “diferencia
elevada al cuadrado” en la tabla 2).

4. Se suman las diferencias calculadas.

5. Se divide esta suma entre el nUmero de observaciones.

Ahora si, la Desviacion estandar:

6. En los pasos A a F se calculd la varianza. Si usted quiere utilizarla, esta bien pero es mas
recomendable utilizar la desviacidn estandar que se calcula simplemente sacando la raiz
cuadrada de la varianza lograda en el paso F.

1.4 Calculo de probabilidades: los histogramas, las funciones vy
distribuciones de probabilidad.

1.4.1 Mapa mental de lo hastaahora visto

Hasta ahora hemos visto qué es un evento aleatorio, cdmo se calcula, de manera bdsica e intuitiva
la probabilidad y, por otro lado, separado pero relacionado, hemos visitado las dos medidas o
estadisticas que mds utilizaremos: la media y la desviacion estandar. En términos del tema que nos
interesa esto es:

robabilidad Estadistica

I Eventoaleatorio
Espacio muestral

Media
I

n

Varianza
oie Slx; — p)?
Experimento B n

aleatorio \d

\l Desviacion
estandar:
o=+yo?

Observaciones

Poblacién

Probabilidad:

# eventos aleatorios

robabilidad = p(x) =
? () Tamaiio de esp. muestral

En poblaciones chicas es facil calcular

pero, en poblaciones grandes o variables
continuaéquése utilizapara calcular

1.4.2 Eventos aleatorios (variables aleatorias) discretos y continuos
Cuando la poblacién de observaciones que se tiene es la de un experimento aleatorio sencillo

como es el lanzamiento de una o dos monedas, el lanzamiento de uno o dos dados, los resultados
de un juego de cartas o las calificaciones de un grupo de clase, es muy simple aplicar la férmula 1:
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teventos aleatorios

robabilidad = p(x) =
P p( ) Tamario deesp .muestral

Sin embargo, en poblaciones grandes o eventos continuos (ahorita conocera el término), la forma
de hacer esto es diferente. Antes de hablar de ello, es necesario saber qué es un evento aleatorio
discreto o un evento discreto y qué es un evento continuo.

Evento aleatorio discreto: Es aquel cuyo conjunto de posibles resultados o acontecimientos tienen
una cantidad que se puede contar aunque sea esta muy grande.

Evento aleatorio continuo: Es aquel cuyo conjunto de posibles resultados o acontecimientos
tienen una cantidad que no se puede contar ya que esta es un numero infinito.

Un ejemplo de evento aleatorio discreto puede ser el dado revisado, el nimero de mujeres
profesionistas de la contabilidad en la ciudad de Morelia o el nimero de butacas rotas en la
universidad. Estos tres ejemplos de poblaciones tienen eventos (ser mujer profesionista de la
contabilidad, ser butaca rota) que se pueden contar. Es decir son finitos.

Un ejemplo de un evento aleatorio continuo serian los posibles valores que puede tomar la
temperatura en Morelia en cierto dia. Puede tener valores como 10.51°, 10.53243°, etc. Otro
ejemplo serian los rendimientos diarios o por hora que puede tener el indice de la bolsa de
valores. Dado que los posibles resultados en estos eventos pueden ser practicamente infinitos, se
dice que estos eventos son continuos.

Hasta ahora hemos hablado de “eventos aleatorios”. Sin embargo, en términos matematicos, el
nombre “evento” no dice mucho. Recuerde usted en sus clases de matematicas | y Il que en la
Matematica (y por ende en la Estadistica al ser una parte de la Matematica) utiliza ecuaciones
(funciones), que tienen variables, para explicar o resolver problemas de nuestra vida cotidiana. Es
entonces que aqui cambiaremos, para hablar con mayor propiedad matematica, el nombre de
evento aleatorio por el de variable aleatoria.

Esto es, apréndase esta regla de dedo:

Evento aleatorio = Variable aleatoria (en Matematicas)

1.4.3 Calculo de probabilidades en variables aleatorias discretas: El histograma.

Recordemos la formula 1:

t#eventos aleatorios

robabilidad = p(x) =
P B p(x) Tamaiio deesp .muestral
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Existen ocasiones en que las variables aleatorias arrojan observaciones que se repiten. Por
ejemplo, piense en el nimero de coches de cinco posibles colores: blanco, negro, rojo, azul y
verde. Si cuenta todos los casos posibles en el estacionamiento de la universidad podra tener
resultados como este:

Color NuUmero de automoéviles
Blanco 10
Negro 30
Rojo 40
Azul 5
Verde 6
Total 91

Tabla 4 Tabla de frecuencias de los coche en el
estacionamiento de una ciudad

Ahora realice este ejercicio: Dada una poblacidn total de 91 automdviles, usted se pone afuera de
su aula o salén de clase y hace un juego con sus compafier@s consistente en adivinar de qué color
serd el préximo coche que entre al estacionamiento. ¢Qué color elegiria? Muy simple, dadas sus
capacidades como estadistico que viene a aprender, simplemente calcula la probabilidad de cada
uno de los colores aplicando la férmula 1 en los valores de la tabla cuatro. Por ejemplo, existen 10
coches blancos en la universidad y, dividiendo esta cantidad entre el total de coches que es 91, se
llega a una probabilidad de suceso de 10.99%. Esto es:

prob.cocheblanco = p(x,) =¥ cocheblanco/’

_10/ _
- @1_ 10.99%

Para el juego de elegir un color de coche, se llega a la siguiente tabla de probabilidades:

Color Numero de automdéviles |Probabilidad de suceso
Blanco 10 10.99%
Negro 30 32.97%
Rojo 40 43.96%
Azul 5 5.49%
Verde 6 6.59%
Total 91

Tabla 5 Probabilidad de que el siguiente coche que entre en el estacionamiento sea de determinado color de los
dados en tabla 3.

Si desea ganarle a sus amig@s simplemente dird que el siguiente coche serd o rojo o negro (Elija
por uno de los dos o ambos) ya que son los dos casos que mayor probabilidad de suceso o de
ocurrencia tienen.
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Este ejercicio es sencillo pero ahora recordemos el ejemplo de los niveles de llenado de sus
botellas de agua éSe imagina la tabla que tendra que calcular? Seria inmensa, al menos 1,000
celdas. Para simplificar la tarea, los estadisticos idearon una técnica de organizacion llamada
histograma de frecuencias.

Para dar una idea y recordar lo que es un histograma de frecuencias, piense usted las cajas de
verdura que pueden encontrarse en los mercados. En algunos comercios del mismo hay quienes

separan las cajas de aguacate en funcién del peso de los mismos.

Para ilustrar un ejemplo, piense en un comerciante tedérico que separa los aguacates de la
siguiente manera: Pone los aguacates que pesan de 50 gramos 0 menos en una caja, los de 51 a
101 en otra, los de 102 a 152 gramos en otra y asi sucesivamente hasta crear 10 grupos o
intervalos de 50 gramos de rango que lleguen hasta los 500 g (vea tabla 6 para observar cémo
guedaron los grupos o intervalos). Suponga que usted se encuentra con el comerciante
comprando aguacates y este le dice que le vendera en 78 pesos tres aguacates si le permite a
dicho comerciante elegir de manera aleatoria en las diez cajas. Ahora suponga que el comerciante
tiene un total de 1,000 aguacates en inventario repartido de la manera que se presenta en el
cuadro siguiente:

Intervalo (rango de 50 g) [Frecuencia
50 0 menos 20
51-101 78
102-152 112
153-203 64
Pesoen (204-254 184
gramos  |255-305 186
306-356 142
357-407 154
408-458 46
459-500 14
Total de aguacates 1000

Tabla 6 Tabla de frecuencia de la clasificacion de los
aguacates que se encuentran en cada caja o
“intervalo” con un “rango” de 50 gramos
de diferencia.

Como se puede apreciar, la tabla anterior es muy parecida a la tabla 3 en donde se presenta la
frecuencia del nimero de automdéviles dado un color. Lo Unico que cambia aqui es que la
clasificacidon no es en funcidon de una cualidad como el color sino en funcién del peso que puede
ser, como se dijo antes, una variable aleatoria continua. Por ejemplo, en el primer grupo o
intervalo (0 a 50 gramos) puede haber un aguacate de 48.5 g, otro de 30.5, otro de 49.98 y asi
sucesivamente en los 20 miembros de la caja o intervalo.

Si usted desea saber qué rango de peso es mas probable que resulte cuando el comerciante
seleccione el primero de 10 aguacates, simplemente repite el cdlculo de la tabla 4 y divide el
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numero de aguacates que se encuentran en cada caja o intervalo entre el total que tiene el
comerciante en inventario (1,000). Por ejemplo, para el grupo o intervalo de aguacates que pesan
de 153 a 203 gramos, la probabilidad de que el comerciante le de una fruta de este grupo se daria
por:

#aguacates (153-203g) 64
Totd deaguacates 1,000

Para todos los grupos de aguacates se llega a la siguiente tabla de frecuencias y de probabilidades:

=6.4%

p(153-203g) =

Intervalo (rango de 50 g) |Frecuencia |Probabilidad
50 0 menos 20 2.0000%
51-101 78 7.8000%
102-152 112 11.2000%
153-203 64 6.4000%

Pesoen (204-254 184 18.4000%

gramos  |255-305 186 18.6000%
306-356 142 14.2000%
357-407 154 15.4000%
408-458 46 4.6000%
459-500 14 1.4000%
Total de aguacates 1000

Tabla 7 Tabla de frecuencias y probabilidades dado el nimero de frecuencia de aguacates en cada caja o intervalo de
peso.

Como puede apreciar, es mas probable que el primer aguacate pese entre 204 y 254 gramos o 255
y 305 gramos ya que son las dos cajas o intervalos de peso con mayor niumero de aguacates y, por
ende, mayores probabilidades de ser seleccionados.

La tabla 7 representa lo que se conoce como una tabla de frecuencias y la representacion grafica
se da en la gréfica 2. Esta grafica se conoce como histograma de frecuencias y se utiliza mucho en
Estadistica para analizar visualmente datos o en lo que mas adelante conoceremos como
Estadistica no paramétrica. En esta es donde no se calculan pardmetros como la media o la
desviacidn estandar previamente revisados. Eso se deja para una discusidn posterior.
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Histograma de frecuencias del inventario de aguacates

200
180
160
140
120
100
80
60
40
20

S
@eoo
o

By

Grafica 2 histograma de frecuencias del inventario de aguacates dados los 10 intervalos con rango de 50 gramos.

Los histogramas de frecuencias no son mas que la representacién grafica de la tabla de frecuencias
y nos dan una idea de cudles son los valores con mayores probabilidades de ser observados. Una

definicidn mas formal se puede dar por:

Histograma de frecuencias: Representacion grafica de una distribucion de frecuencia de una
variable aleatoria continua.

Para cerrar el tema del histograma, se ve que esta herramienta, que parte de la tabla de
frecuencias, es de utilidad para organizar muchas observaciones o datos de una poblacién y
convertir un problema de variables aleatorias continuas en uno de variables discretas.

1.4.4 Distribuciones de probabilidad.

En la definicién de histograma se acaba de identificar un término que serd fundamental en la
Estadistica inferencial: La distribucion de frecuencias. Esta no es mas que la forma en que se
acomodan las diferentes frecuencias de suceso de los eventos aleatorios dado un intervalo dado.

Nétese en la grafica 2 cdmo las diferentes frecuencias se acomodan describiendo un fenédmeno de
interés para usted como contador, administrador o informatico: “El proveedor del comerciante
solo produce aguacates de peso alto ya que las mayores frecuencias se encuentran entre los 204 y
los 407 gramos. Ya la mayor parte de los aguacates se distribuye en estas cajas o intervalos.

¢Qué pasa ahora si en lugar de graficar el histograma se presenta una linea donde se muestra la
distribucién de probabilidades calculadas en la tabla 6? Observe usted:
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Grafica 3 Histograma de distribucién de frecuencias y grafica de distribucion de probabilidades del inventario de
aguacates estudiado.

¢Y si quitamos el histograma por que buscamos calcular solo probabilidades? Vea ahora usted:

Probabilidad
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Grafica 4 Distribucion de probabilidad del inventario de aguacates estudiado.

Es entonces que llegamos a la distribucidn de probabilidad. Quiza esa linea toda quebrada nos dice
cosas muy parciales y es facil intuir que los pesos mas probables de encontrar en los 10 aguacates
gue nos venda el comerciante sean entre 204 y 407 gramos. Pero ¢Qué pasa ahora si cambiamos
un poco las frecuencias o el inventario es un poco diferente? Vea usted la grafica 5.

éLe dice a usted algo esta distribucidn de probabilidad? Ahora tenemos dos posibles valores de
peso de aguacate: 153-203 gramos y 405-458. ¢ Podria usted fijar un patrdn estadistico con esto?
La respuesta es que si se podria pero la estadistica que se utilice no sera paramétrica. Utilizar la
misma es muy sencillo pero eso se vera posteriormente.
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Grafica 5 Distribucién de probabilidad del inventario de aguacates estudiado cambiando un poco los valores de

frecuencia.

1.4.5 Funciones de densidad de probabilidad

Hasta ahora se ha hablado de una distribucién de probabilidad obtenida totalmente de los datos

de la poblacién y vemos que se debe seguir la siguiente receta:

3

il

Obtener todos los datos u observaciones de la poblacion.

Organizarlos de menor a mayor.
Definir una cantidad de grupos o intervalos que se acomode a su analisis (2,3,10,100, etc.)
La diferencia entre el valor maximo y el minimo dividala entre el nimero de intervalos que

desee calcular y con eso logra el rango:

Férmula 5:
(Ymax pob — V min pob)
n

rango =

En donde Vmax pob representa el valor maximo de la poblacion, ¥ min pob el valor
minimoy el nimero de intervalos o grupos que desea calcular.

Clasifique todas las observaciones en cada uno de los 72 intervalos que creé con la férmula

5.

Cuente el nimero de observaciones en cada clasificacion o intervalo.

Cuente el numero total de observaciones.

Calcule la probabilidad de suceso que tiene cada intervalo al utilizar la formula 1 como

sigue:

Hobservaciones enintervalo

p(x)

total de observaciones en poblacion
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9. Ya que tiene estos valores, realice una grafica como la 4 y con esto tendrd la distribucion
de probabilidad:

Probabilidad
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Esto parece facil de hacer y lo es cuando se tiene una poblacién tan pequeina y manejable como la
distribucién de pesos del inventario total de aguacates del comerciante estudiado. Sin embargo,
équé haria usted si fuera a determinar la distribucion de probabilidad de la temperatura en
Morelia el dia de hoy?, écdmo haria usted para calcular la distribucién de probabilidad del precio
de una accién que cotiza en bolsa? Ahi los valores son muchos y, ahora se presenta otra pregunta
épor qué elegir 10 intervalos, cajas o grupos? ¢puede elegir mas, como digamos, 1 millén de
grupos?

éSe ha puesto a pensar que, si hace 10 grupos de temperaturas, tendrd probabilidades muy
inexactas? Por ejemplo: llegaria a afirmaciones como “La probabilidad de que la temperatura de
mafiana sea entre 20 ° y 30° es de 30%” quiza usted busque algo como “La probabilidad de que la
temperatura sea de entre 20.5° y 21.5° es de 2%".

Hasta ahora, puede usted observar que el calcular histogramas de frecuencias y las respectivas
tablas ayuda mucho para calcular probabilidades de manera intuitiva. Sin embargo, hay otra forma
mas rapida que requiere menos trabajo y de calcular solo nuestras dos medidas estadisticas de

interés: media y desviacién estandar. Esta forma consiste, en lugar de hacer tanto trabajo o
“talacha” como es contar, clasificar y calcular probabilidades a mano, en solo calcular dos medidas

(media y varianza) e insertar los valores de estas en una formulita.

Estas formulitas simples se llaman funciones de densidad de probabilidad y existen muchas en la
Estadistica. Sin embargo, en esta materia veremos solo cuatro de ellas por el uso practico que se
dard en sus labores como profesionista:

La funcién de densidad de probabilidad “gaussiana” o “normal”.
La distribucién t-Student.

La distribucién Xicuadrada.

La distribucion F.

P wNPRE
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Funcion de densidad de probabilidad: funcién matematica que nos sirve para calcular
probabilidades de manera mas simple (con menos pasos) que con los histogramas. Son mas
exactas y sirven para cuando tenemos muchos datos o los posibles valores de las observaciones

pueden ser infinitamente diferentes.

Funcidn de densidad de probabilidad normal o gaussiana: Funcion de densidad de probabilidad

que es la mas utilizada y requiere de solo tres pardametros para su calculo, el valor aleatorio ( x; ) al

que se le determinara la probabilidad, la media ( i ) y la desviacidn estandar (o ).

Las ultimas dos las estudiaremos de manera simple cuando se entre al tema de comprobacién de

hipotesis.

Sin embargo, es de necesidad observar que la mas usada, por comodidad y en base al Teorema del
Limite Central que veremos mas adelante, es la normal y, cuando trabajamos con muestras en

lugar de poblaciones, la t-Student.

Para ilustrar la funcién de densidad gaussiana o normal, vea usted de nuevo la grafica 4 del
inventario de aguacates, la cual se organiza con un histograma de frecuencias conformado de 10

grupos o intervalos dados en la tabla 7:

Probabilidad
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Si quisiéramos incrementar la precision de nuestro calculo de probabilidades, podriamos
incrementar el nimero de intervalos de 10 a 20. Con esto, tendriamos la tabla de distribucion de
frecuencias y distribucion de probabilidad dada en la tabla 8, asi como la grafica de distribucidn de
probabilidad de la grafica 6:
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Frecuencia Probabilidad histograma
25 0 menos 8 0.80%
26-51 12 1.20%
52-77 21 2.10%
78-103 57 5.70%
104-129 45 4.50%
130-155 67 6.70%
156-181 42 4.20%
182-207 22 2.20%
208-233 80 8.00%
234-259 104 10.40%
260-285 110 11.00%
286-311 76 7.60%
312-337 73 7.30%
338-363 69 6.90%
364-389 70 7.00%
390-415 84 8.40%
416-441 26 2.60%
442-467 20 2.00%
468-500 14 1.40%
Total 1000

Tabla 8 Tabla de distribucion de frecuencias y de distribucién de probabilidades para el ejemplo de los aguacates
cuando se incrementa el numero de grupos de 10 a 20.
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Grafica 6 Grafica de la distribucion de probabilidad del ejemplo de los aguacates incrementando el nimero de grupos
o intervalos de 10 a 20.
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Grafica 7 Grafica de distribucidn de probabilidad para un nimero de grupos o intervalos de 500.

Ahora imagine usted ¢qué pasaria si tuviéramos un numero de grupos o intervalo tan grande
como 5007 De entrada la tabla seria muy grande que no cabria aqui, la cantidad de trabajo seria
mucha y podria generarnos muchos inconvenientes. Sin embargo, suponiendo que exista esa tabla
y esa grafica, la distribucidn de probabilidad seria algo como lo expuesto en la grafica 7.

¢Qué sucedié? Primero se inicid trabajando con una muestra grande y 10 grupos intervalos donde
se iban a clasificar el nimero de observaciones (los diferentes aguacates en virtud de su peso),
segundo, se quiso incrementar la precision del calculo de probabilidad ya que se tenian
probabilidades para rangos muy abiertos de datos (0 a 50 gramos, 51 a 101 gramos, etc.). Lo que
se buscé fue, para incrementar la precisién del cdlculo de nuestras probabilidades, reducir el
rango o tamafio del grupo para incrementar la precisién (y también se incrementd el nimero de
calculos).

Al incrementar el nimero de grupos la grafica de distribucidon de probabilidad pasé de tener una
forma quebrada o accidentada (grafica 4) a una muy suavizada (gréfica 7), la cual nos dice que los
pesos de aguacate observados en el inventario se centran alrededor de una media de 264 gramos
y tiene una deviacién estandar (separacion promedio respecto a la media) de 144.9672.

Para calcular una probabilidad como la lograda en la grafica 7, se necesitan agrupar las
observaciones en muchos intervalos y aplicar muchas veces la férmula 1:

( ) Hobservaciones enintervalo
p

total de observaciones en poblacion

Sin embargo, todo este esfuerzo se puede reducir a tres simples pasos:

1.4.5.1 Calculo de probabilidades con funciéon de densidad de probabilidad normal o
gaussiana.

Regla de dedo para hacerlo:
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1. De todos los datos que se tienen se calcula la media utilizando la férmula 2:

n

2. Con la media se calcula la desviacién estandar observando que primero debe calcularse la

varianza con la férmula 3:

2 _ Z(xi _u)Z

n

o

Aplicar luego la raiz cuadrada a la misma para llegar a la desviacion estandar, como lo

indica la férmula 4:

o=o?

3. Ya que se tienen estos dos simples cdlculos que puede hacerlos Excel (como veremos en
breve), se aplica la formulita de probabilidad conocida como funcién de densidad de

probabilidad gaussiana:

Férmula 5,funcion de densidad de probabilidad gaussiana:
1fx-u)’
T

e
oor

NOTA: iNo se asuste! No tiene que aprenderse la formula. No se le preguntara en examen. Lo que
el profesor desea hacer con la misma es hacerle ver una cosa simple: la forma de calcular

probabilidades.

Por favor, vea detenidamente la funcidon de densidad de probabilidad gaussiana dada en la
formula 5. ¢ Qué parametros ya tiene calculados de los datos? Usted puede apreciar que todos los

numeros como € o T ya estan dados y no tiene que hacer nada con ellos®.

Sin embargo, x.es el valor de cada resultado esperado. Por ejemplo, si usted espera la

probabilidad de sacar un aguacate de 13.789 gramos, se tiene entonces X; =13789. Las otras
dos variables ¢ y O vya las conoce y las calculé con la féormula 1 de la media y la 4 de la

desviacion estandar.

> @ valdra siempre 2.7182... y 1=3.1416...
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La idea que le quiere transmitir el profesor es simplemente decirle que, por mas dificil que se vea
la funcion de densidad de probabilidad de la férmula 5, en realidad esta le ayuda a simplificar los
calculos ya que, de derivar tantos intervalos como quiera, contar cuanto hay en cada caja, grupo o
intervalo y calcular a mano todas las probabilidades, se reduce a simplemente, con todos los datos

que tiene amano X, , calcular it y O vy aplicar, a través de la computadora, la férmula 5.
1.4.6 Lafuncion de densidad de probabilidad normal estandar.

Para continuar con el tema de probabilidades y la introduccidn de esta materia, hay que hacer una
Ultima abstraccién y hablar de un tipo de funcién de densidad que es la misma que la gaussiana o
la normal; solo que se presenta en otro “idioma” o forma de interpretacion.

Para exponer la idea de la distribucidn de probabilidad normal estandar, imagine usted ahora a
dos comerciantes que venden aguacates. Uno vive aqui en Morelia y el otro es una prima de él que
vive en Chicago. Los dos tienen el mismo proveedor de fruta y, un dia hablando por teléfono,
quisieron saber si la calidad de aguacates que les vendia el proveedor (que es el mismo para
ambos) era la misma. Para definir si la calidad es la misma, utilizaron una funcion de densidad de
probabilidad gaussiana o normal (por que los dos tienen un inventario de miles de aguacates y les
da flojera hacer histogramas).

Sin embargo, se toparon con un problema muy grande: el comerciante mexicano registra el peso
de sus aguacates en gramos y su prima que vive en chicago lo tiene en onzas. Si calculan los dos su
media y su desviacién estandar, verdn que los valores no son el mismo y no saben si se debe a un
problema debido a la calidad de aguacates del proveedor o a uno de escala. ¢Cémo le hacen para
poder comparar sus datos?

En Estadistica hay una accion llamada “estandarizar” que consiste en hacer comparables variables
aleatorias que, por naturaleza o escala de medida, son diferentes.

Por tanto, lo que se hace es ajustar los datos del inventario de aguacates en las diferentes escalas
a valores que sean comparables al aplicar el siguiente ajuste o estandarizacion.

Férmula 6 Calculo del valor Z para estandarizar variables:

X, —
Z.:l_/'l
(2

l
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Grafica 8 Lo que ocurre con la funcion de densidad de probabilidad normal cuando se estandariza.

Para apreciar el efecto de la estandarizacidén, véase el cambio de funcién de densidad de
probabilidad del comerciante de aguacates mexicano.

Como puede apreciar en la grafica 8, la media se convierte de un valor de 264 gramos a un cero
(en breve veremos qué sucede) y todos los valores cambian de escala de -3 a 3. Es decir, pierden
medidas de unidad y se convierten en nimeros reales comparables.

Por ejemplo, suponga ahora que tanto la comerciante de Chicago como el comerciante de
Morelia, estandarizan su inventario de aguacates y comparan la funcién de densidad de
probabilidad normal estdndar. Entonces podrian llegar a una grafica como la siguiente:

Probabiltiad

Grafica 9 Comparativo de distribuciones de probabilidad con valores estandarizados de las observaciones.

Una caracteristica peculiar de los datos es que estos, en lugar de estar unos en gramos y otros en

libras, se miden en términos de desviaciones estandar o valores Z;y es entonces que los

inventarios de aguacates de los dos comerciantes pueden ser medidos con las mismas unidades
para que los dos puedan contestar la pregunta del problema que se plantearon: Definir si la
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calidad del aguacate, medida por su peso, es la misma. De entrada, se puede ver que las
distribuciones de probabilidad no son la misma. Si fueran la misma, estarian una sobre la otra. Este
tipo de circunstancias son lo que da entrada a lo que en dos temas mas por revisar se llama

“comprobacion de hipdtesis”. En este caso, se busca comprobar la hipdtesis de que los dos
inventarios de los comerciantes tienen la misma calidad (mismo peso).

Para terminar de platicar sobre la distribucién normal estandar, simplemente se describe cémo se
transformaron los datos o la distribuciéon de probabilidad de los dos inventarios con medias y
desviaciones estandar en unidades diferentes (gramos y onzas) a unidades mas similares como son

“desviaciones estandar” o valores Z,.

Distribucién de probabilidad aguacates de Chicago — Distribucion de probabilidad aguacates de Morelia

0.05

o 0 100\ 150 200 250\ 300 350 408, 450 NG00 19 200 30 400 E 60f 700
Pesos en ohzas Peos en gramos.
Distribucion hormal e de los gés inventarios

40 T T T T

T
I |
| |
| ‘ ] 02 ‘ |
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Probabilidad

0
Desviaciones estandar (Z,)

Grafica 10 El cambio de escala y valores que sufre la funcion de densidad de probabilidad del inventario de los dos
comerciantes cuando se estandarizan.

Noétese cdmo la media de los dos inventarios se hizo cero y las desviaciones estandar se hicieron
comparables al adoptar magnitudes de nimeros reales sin escala que aqui se presentan con
valores en el intervalo dado por: [-3,+3]. Aunque se pueden tener distribuciones de probabilidad
con intervalos mayores, digamos [-6,+6] o mayores, este tipo de casos son poco comunes O
propios de materias que requieren de una Estadistica mas amplia como la utilizada por
economistas, ingenieros industriales, ingenieros financieros, actuarios y otro tipo de
profesionistas que le ayudaran en su vida profesional. Dado que el objetivo de la presente materia
es instruirle en problemas propios de la administracidn, dejando situaciones tedéricamente mas
amplias a otros profesionistas; lo que debe preocuparle es aprender estos conceptos para
entenderse bien con este tipo de profesionistas.

Para poder hacer que una variable aleatoria, como es los valores que el peso de un inventario de

aguacates puede tener, sea comparable, esta debe expresarse en términos ya no de sus valores
originales sino estandarizados. Esto lleva a la siguiente regla nemotécnica o de dedo:
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1.4.6.1 Regla de dedo para comprender por qué utilizar una distribucion normal
estdndar:

1. Cuando se desean comparar dos poblaciones cuyas unidades de medida no sean las
mismas o, peor aun, cuando no se tienen desviaciones estandar comparables, se debe
utilizar ya no una funcién de densidad de probabilidad normal comun y corriente; sino una
estandarizada.

2. Para poder utilizar una distribucidon normal estandar, es necesario ya no utilizar los valores
originales de nuestro inventario sino mds bien hacer una operacidn que se conoce como
“Estandarizar los valores de la variable”.

3. Laestandarizacion de valores se logra con la féormula 6:

Z = _x,-a H

1.4.7 El calculo de la probabilidad utilizando la normal estandar y las tablas

correspondientes.

Ahora usted ha visto la principal funcion de densidad de probabilidad que se utiliza en la
Estadistica para ciencias administrativas: La distribucion normal estandar. Ya que usted
estandarice los valores de sus variables aleatorias, estara usted en capacidad de saber cémo se
calculan probabilidades de eventos cuando se tienen solamente los datos de las observaciones de
la poblacidn con que se trabaja al utilizar la distribucion de probabilidad normal estandar.

Para ello se utilizaran dos posibles herramientas. Una de ellas es Excel (a la que se elabord un
tutorial especial) y otra las tablas de probabilidades que aparecen en muchos libros de texto y que
usted podra bajar facilmente en la siguiente liga:

http://www.droscardelatorre.com/classmat/UMSNH/FCCA/ESTADISTICAIl/tablavaloresz.ht
m

Como se dijo antes en la regla de dedo recién expuesta, para poder trabajar con distribuciones de
probabilidad normal estandar, sera necesario convertir los valores de las variables aleatorias en
valores estandarizados utilizando la férmula 6.

Cuando tiene usted el valor estandarizado o Z;, simplemente se remite a la tabla como la

citada en la liga anterior y determina la probabilidad de suceso. Para dar un ejemplo de
como hacer esto, piense usted de nuevo en el ejemplo del nivel de llenado de las botellas
de agua que se citd previamente. Suponga ahora que el llenado medio de las uUltimas 2,000
botellas ha sido de p=910 ml con una desviacién estandar de 6=75.3 ml. Conociendo estos
dos simples datos, diga ahora usted ¢ Cudl es la probabilidad de que la siguiente botella que

se tome aleatoriamente de la linea de produccion tenga un llenado de x; =970 ml?
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Para responder esto rapidamente, usted debera primero estandarizar el valor objetivo x. .
Esto es:

Z

38

_x,—u 970-910

1

digitos el valor Z,. Esto seria Z =0.80. Con este valor se llegaria a la siguiente

o}
Para trabajar con una tabla de probabilidades domo la dada, es necesario redondear a dos

75.3

=0.79681275

probabilidad en la tabla dada®:

z 0.00 0.01
0.00] 0.0000000] 0.0029894| 0.007
0.10| 0.0398278| 0.0437953] o0.047
0.20] 0.0792597| 0.0821662| 0.087
0.30| 0.1179114| 0.1217195| o0.125
0.40] 0.1554217| 0.15%0970| 0.162
0.50| 0.1914625| 0.1949743] 0.198
0.60] 0.2257469] 0.2290691| 0.232
0.70| 0.2580363| 0.2611479 0.264
0.80| 0.2831446] 0.2910299] 0.293
0.90| 0.3159399| o0.3185887| 0.321
1 0N N 249124947 N 24A27Fc2A4 n 245

llustracion 1 Determinacion de una probabilidad dado el
valor Z del ejemplo y la tabla de probabilidades

Esto llevaria a observar que la probabilidad de tener un nivel de llenado de 970 ml es de
22.88%, la cual se puede representar como en la grafica 11 en donde se relaciona ahora el
punto del valor Z. del valor que se desea buscar con la funcién de densidad de

probabilidad normal estandar.

®Si el valor Z!, hubiera sido 0.81, la probabilidad hubiese sido la de la columna del lado derecho (0.2910299

0 29.10%) y asi sucesivamente.
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Probabilidad de que el llenado de la botella siguiente sea x i<:97Oml
0.4 T
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0.25

0.15r

0.05 -

Grafica 11 La probabilidad de obtener un llenado de 970 ml dado p=910 mly 6=75.3 ml que lleva a Z=0.7968.

1.4.7.1 Diferentes formas de calcular una probabilidad. Los valores de probabilidad
acumulada.

En base a lo revisado, se puede apreciar que el valor de la probabilidad es muy puntual si solo se
desea saber cuanto vale la probabilidad de un valor determinado como puede ser un nivel de
llenado especifico de 970 ml. Sin embargo, en la vida cotidiana, las probabilidades se determinan
en base aintervalos de datos.

Esto implica que lo que en realidad nos esta dando la tabla es la probabilidad de que la siguiente
botella de agua tenga un nivel de llenado de 910 ml (valor medio) a 970 ml. Esto es asi ya que la
formula de calculo de la funcidn de densidad de probabilidad asi lo pide.

Si deseamos conocer la probabilidad de tener valores iguales a 910 ml (u) (o sea entre 910 mly
910 ml) usted podra observar en la tabla que da una probabilidad de cero (probabilidad de un

valor Z,=0 es cero en la ilustracién 1 que corresponde a la tabla de probabilidades). Por tanto las

probabilidades de la desviacion normal estandar trabajan con intervalos de valores y no con
valores puntuales.

Por ejemplo, la probabilidad de tener niveles de llenado iguales o mayores que el nivel medio de
u=910 ml es de 50%. Esto se ilustra en la parte inferior de la grafica 12. En la superior se expone el
caso contrario: El nivel de llenado es menor o igual a la media de 910 ml. Como se puede notar, el
valor total del drea de la superficie sombreada tiene una magnitud de 50%. Es decir, la
probabilidad de tener ya sea valores mayores e iguales que la media o menores e iguales que la
media.
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Probabilidad de que x;<=p

o
-3 -2 -1 o 1 2 3

Probabilidad de que X>=p

Grafica 12 Probabilidad de que x_i sea menor o igual a (parte superior) o de que sea mayor o igual a dicho valor
(parte inferior).

En base a lo previamente descrito, en la vida cotidiana se pueden tener los siguientes casos de
cuantificacion de probabilidades (sigamos con el ejemplo del nivel de llenado de botellas):

1. La probabilidad de que el valor del evento aleatorio sea menor o igual a b (por ejemplo
gue sea mayor o igual a 970 ml).

2. Laprobabilidad de que el valor del evento aleatorio sea mayor o igual a b por ejemplo que
sea menor o igual a 970 ml).

3. La probabilidad de que el valor del evento se encuentre entre a y b (por ejemplo que el
valor futuro se encuentre entre el valor medio de 910 mly 970 ml).

Para poder responder estas preguntas, primero observe la tabla de probabilidades que tiene a
mano y que bajo de la liga previamente mencionada paginas atras. Usted podra apreciar que solo

le dan los valores Zl. positivos o a la derecha del cero. ¢ Qué pasaria ahora si lo que usted desea
calcular es la probabilidad de tener un nivel de llenado de 850 ml partiendo de la misma media de

1=910 mly 0=75.3 ml? Ahora usted tendria un valor Z, de:

7 N TH ~850-910
" o 753

=-0.79681275

Este lleva a una probabilidad de 28.72% que se ilustra en la grafica 12.
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Probabilidad de que el llenado de la botella siguiente sea x i>:970m|
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Grafica 13 La probabilidad de obtener un llenado de 850 ml dado u=910 ml y 6=75.3 ml que lleva a Z=0.7968.

¢Para qué se le expuso este otro ejemplo que es el inverso del anterior? Piense usted que quiere
resolver el primer caso o pregunta de las tres planteadas anteriormente: ¢ Cudl es la probabilidad
de que la botella que se tome aleatoriamente de la linea de produccién tenga un llenado menor o
igual a 970 ml?

Para responder esto, es de necesidad observar que la probabilidad de tener eventos menores o
iguales a la media de la poblacidn o mayores o iguales a dicho valor siempre sera, como se vio en

la gréfica 12, de 50% en la distribucion normal estandar:

Probabilidad de que X<=p

o

Probabilidad de que x>=p

Para resolver el problema ¢écual es la probabilidad de que el nivel de llenado de la botella de agua
sea menor o igual a 970 ml? Se calcularia la probabilidad como sigue:

1. Se sabe que el valor que se busca determinar como objetivo ( x; ) es mayor a la media. Por

lo tanto, se tiene la probabilidad de que una variable aleatoria adopte valores menores o
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iguales la media que, de antemano por lo visto en la parte superior de la grafica 12, se
sabe es de 50%. O sea p(X < u)=50%.

2. Se sabe, por el ejercicio previo, que la probabilidad de que la botella tenga un nivel entre
la media (1=910 ml) y 970 ml es de 22.88%. O sea p(u < x,) = 22.88%.

3. Por tanto, si se suman las probabilidades de tener un valor menor o igual a la media (p) y
el valor puntual de tener un llenado entre la media (u=910 ml) y 970 ml, se llega
entonces a una probabilidad total de:

p(X <970ml)= p(X <u)+p(u <x,)
=50%+22.88%=72.88%

Esto se ilustra en la grafica 14.

Probabilidad de que X>=p

-3 -2 -1 0 1 2 3

probabilidad de que x;<=p

Grafica 14 probabilidad de que el nivel de llenado sea menor o igual a 970 mi.

Ahora téngase presente la segunda pregunta ¢cual es la probabilidad de que el nivel de llenado
sea mayor o igual a 850 ml? Para responder esto se siguieron los mismos pasos anteriores de la
siguiente forma:

1. Se sabe que el valor que se busca determinar como objetivo ( x; ) es menor a la media. Por

lo tanto, se tiene la probabilidad de que una variable aleatoria adopte valores mayores o
iguales la media que, de antemano, se conoce como de 50% por lo visto en la parte
inferior de la grafica 12. O sea p(X > u) =50%.

2. Se sabe, por el ejercicio previo, que la probabilidad de que la botella tenga un nivel
puntual o especifico de 850 ml es de 22.88%. O sea p(x;, < u) = 22.88%.
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3. Por tanto, si se suman las probabilidades de tener un valor mayor o igual a la media (u) y
el valor puntual de tener un llenado de 850 ml, se llega entonces a una probabilidad total
de:

p(x, <860ml) = p(X = p)+ p(x, < p)
=50%-+22.88%=72.88%

El andlisis visual se presenta en la grafica 15. En la parte superior se expone la probabilidad
acumulada hasta la media y en la inferior la probabilidad total.

Probabilidad de que x>

probabilidad de que X<=p

Grafica 15 probabilidad de que el nivel de llenado sea menor o igual a 970 ml.

Para responder el ultimo tipo de pregunta: écudl es la probabilidad de que el nivel de llenado de la
botella esté entre 860 ml y 970 ml? Simplemente se obtienen las probabilidades de ambos casos

partiendo de sus valores Z;:

1. Se sabe, por el ejercicio previo, que la probabilidad de que la botella tenga un nivel
puntual o especifico de 970 ml es de 22.88%. O sea p(u < x,) = 22.88%.
2. Se sabe, por el ejercicio previo, que la probabilidad de que la botella tenga un nivel
puntual o especifico de 850 ml es de 22.88%. O sea p(x, < u) = 22.88%.
3. Por tanto, se suman las dos probabilidades de suceso: y se llega a:
p(860ml < x, <970ml) = p(x, < u) + p(1 < x;,)
28.72% + 28.72% = 57.44%
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Como puede apreciar usted, no es tan dificil calcular la probabilidad de un evento utilizando la
probabilidad normal estandar. Simplemente debera usted pensar que su punto de referencia es la
media y definir si el valor buscado se encuentra por encima o por debajo de esta.

Como un ultimo tipo de problema de calculo de probabilidades que podria presentarse en su vida
cotidiana se tiene el siguiente ejemplo: Determine usted cudl es la probabilidad de que la siguiente
botella que tome de muestra tenga un nivel de llenado entre 940 y 960 ml. Como puede apreciar,
los dos valores buscados se encuentran arriba de la media. Por tanto, lo que debe calcular son los
dos valores Z de cada caso y luego restar las probabilidades. Esto es, siguiendo la tabla de
probabilidades dada:

1. Calcular la probabilidad de que el nivel de llenado se encuentre el nivel de la media (u=901
ml) y el de 940 ml:
p(u <940ml) = p(z, =0.39840637) =15.45%

2. Calcular la probabilidad de que el nivel de llenado tenga una magnitud entre el nivel de la
media (=901 ml) y el de 960 ml:
(1 < 960ml) = p(z, = 0.66401062) = 24.66%

3. Restar a la probabilidad mayor, la probabilidad menor vy, con esto, se tiene la probabilidad
de que la botella tenga un nivel de llenado entre 940 mly 960 ml:

p(940ml < x. <960ml) = p(u < 960ml) — p(u < 940ml)
= 24.66%— 15.45% =9.18%

Esto se puede apreciar en la grafica 16 en donde se marca el drea sombreada con las

probabilidades de suceso.
probabilidad de que 940mli<=x;<=960ml

0.4

0.35 -

031

0.25

Grafica 16 Probabilidad de que el nivel de llenado de la botella se encuentre entre 940 mly 960 ml.
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Multiples casos como este se pueden presentar. Para ello se le sugiere siempre guiarse cual es el
valor menor del intervalo (por ejemplo 940 ml para el caso estudiado) y cual es el mayor (por
ejemplo 970 ml) y ver si estos tienen la media o promedio dentro de ellos.

Por tanto las siguientes recetas o reglas de dedo podrian servirle como guias generales para el
calculo de probabilidades con la distribucién normal estandar:

Probabilidades cuando se tiene un intervalo con nimeros finitos:

1. Defina como a el valor menor del intervalo. Por ejemplo si usted define la probabilidad
que el nivel de llenado esté entre 490 mly 960 ml, a = 940m! .

2. Defina como b el valor menor del intervalo. Por ejemplo si usted define la probabilidad
que el nivel de llenado esté entre 490 mly 960 ml, b = 960m/ .

3. Calcule el valor Z, de cada intervalo. O sea el valor de 940 mly 960 ml:

_x,—u_940-910

z — 0.39840637
s 75.3

z =%i—# _960-910_, -ei01062
- 753

4. Determine las probabilidades con tablas:

P(Z oo,y = 0.39840637) = 15.48%
D(Zog,,; = 0.66401062) = 24.66%

5. Reste la probabilidad de b alade ay llegara a la probabilidad buscada:

p(940ml < x. <960ml) = 24.66%—15.48% =9.18%

Probabilidades cuanto se tiene un intervalo con nimeros infinitos:

Este caso, por mas raro que suene, simplemente consiste en determinar cudl es la probabilidad de
gue un valor aleatorio sea mayor o igual o menor o igual a un nimero determinado. Por ejemplo,
la probabilidad de tener cualquier nivel de llenado menor o igual que 960 ml o mayor e igual que
860 ml. Los pasos a seguir, como se vio en los ejemplos correspondientes, son:

1. Si el valor objetivo estda arriba del promedio de los datos, se debe determinar la

probabilidad de que los valores aleatorios sean mayores o iguales que la media. Como
usted bien sabe por la grafica 12, esta sera siempre de 50%. Lo mismo sucede cuando
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busca usted la probabilidad de que los valores sean menores o iguales que la media que
también siempre es de 50%.

2. Calcule ahora los valores Z de que el valor aleatorio se encuentre entre la media y el
numero objetivo buscado. Por ejemplo:

(1 <970ml) = 22.88%
P(940ml < u) = 22.88%

3. Ya que tiene la probabilidad del valor buscado respecto a la media y la probabilidad del
resto de valores aleatorios infinitos respecto a , simplemente suma estas probabilidades.
En el caso de los dos ejemplos vistos, esto seria:

p(X <970ml)= p(X <p)+p(u<x,)
=50%+22.88%=72.88%
Ya para cerrar este tema de introduccién a Estadistica Il, se le sugiere consultar el tutorial de cémo
calcular las probabilidades utilizando Excel, el cual puede conseguirlo en la siguiente liga de

internet:

www.drocardelatorre.com/classmat/UMSNH/FCCA/ESTADISTICAII/probnormestexcel.html
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2 Teoria del muestreo

Ya que se revisaron los principales conceptos de Estadistica | (Estadistica descriptiva y
probabilidad) que serdn pieza fundamental de las revisiones de la Estadistica inferencial, es
necesario conocer otra parte fundamental que es la Teoria del muestreo.

De entrada, es de necesidad observar que en todo lo revisado hasta ahora se ha supuesto que el
conjunto de datos con que se trabaja son muestras. Sin embargo, en la realidad es dificil trabajar
con poblaciones enteras sino, mas bien, con muestras. Para ilustrar esto, se recuerda la definicién
de poblacidn:

Poblacion: Conjunto de todas las observaciones posibles sobre una caracteristica de interés
observada.

Lo que es de interés destacar en la definicidn es la frase “de todas las observaciones posibles”. En
casos de la vida real, por ejemplo el precio que ha tenido, tiene y puede tener el precio de una
accion; los valores puntuales de la temperatura que puede tener Morelia en toda la existencia de
la ciudad, los pesos de los aguacates que un comerciante tuvo, tiene y tendrd, etc. son datos que
dificilmente se conocerdn vy, si se logran, sera muy caro obtenerlos.

Otro ejemplo clasico es conocer el nimero de habitantes por casa en México. Lo que hace el INEGI
es simplemente evitarse la pena de tener que ir a tocar, de puerta en puerta, a todas las casas y
preguntar el nUmero de habitantes al tomar una muestra de determinadas casas, en determinadas
ciudades y en determinadas zonas geograficas para tratar de estimar el nimero de habitantes en
el pais (esto es muestro por racimos como veremos en breve).

Lo que en la vida real se hace, como el INEGI, es trabajar no con la poblacidn de datos sino con una
muestra de los mismos. Es decir, una parte de estos.

Muestra: subconjunto de una poblacién de la cual se deriva.

2.1 Tipos de muestreo

En este tema simplemente se exploraran las caracteristicas relacionadas a la forma de hacer
muestras. En el siguiente tema: la inferencia, se observara que el calculo de pardmetros como la
media y la desviacion estandar cambian en una muestra respecto a una poblacion.

Una parte de importancia a observar es que una muestra, segun el tipo de estudio que se haga, se

realiza de diferentes formas. Por ejemplo, la muestra de un grupo de aguacates en inventario o la
gue se obtiene con las botellas de agua extraidas de una linea de produccién se forma de manera
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diferente a la que emplea una empresa de mercadotecnia para probar la demanda de un
producto. Esta diferencia radica en el uso que se dard a los datos. Por ejemplo, el tener que saber
cuantas botellas de agua no satisfacen los estdndares de calidad es una aplicacién diferente a
saber ¢écudl es la demanda de bebidas alcohdlicas en el sector de clase media de una sociedad
tanto en mujeres como en hombres?

En virtud de esto, se tienen cuatro tipos de muestreo o forma de hacer muestras cominmente

utilizados:
1. Muestreo aleatorio simple.
2. Muestreo sistematico.
3. Muestreo de racimo.
4. Muestreo estratificado.

2.2 Muestreo aleatorio simple

Como su nombre lo indica, consiste en seleccionar, de manera aleatoria, una serie de
observaciones, objetos o datos de una poblacidn sin seguir algun tipo de agrupamiento especifico.
Un ejemplo simple, retomando el caso de los niveles de llenado de las botellas, seria ir una
directamente de la linea de produccidn, luego dos y luego una y asi sucesivamente hasta llegar a
un nimero determinado de botellas u observaciones. Por ejemplo, 500.

Otra forma de hacer muestras aleatorias seria, por ejemplo usted desea hacer una muestra de
afiliados al seguro social y elige de manera aleatoria a estos en funcién de los ultimos tres
numeros de folio de afiliacién. Para esto, usted utiliza un generador de nimeros aleatorios, como
el que tiene Excel y elije primero al usuario cuyo nimero de seguro social termina en 472, luego
corre otro numero vy elije al usuario con nimero 589 y asi sucesivamente hasta que tenga un
numero determinado de usuarios.

Este tipo de muestreo es el mas comun pero tiene la limitante de que se elijen muestras aleatorias
y algun tipo de caracteristica (como puede ser color, procedencia, género, etc. En un grupo de
personas) puede no ser tomada en cuenta.

2.3 Muestreo sistematico

Este tipo de muestreo consiste en elegir a un objeto en funcién de intervalos predeterminados.
Por ejemplo, piense usted que tiene 2,000 cajas de aguacate foliadas todas y listas para empacarse
a Estados Unidos. Ahora elige primero la caja nimero 20, luego la 40 y asi sucesivamente hasta la
2,000. Esto le deja con una muestra de 100 cajas a las que le puede realizar el estudio estadistico
que necesita.

Derechos de autor: Dr. Oscar Valdemar De la Torre Torres. (Registro en tramite)



Inferencial paramétrica, no paramétrica y multivariante Pagina: 49

El muestreo sistematico es muy Util. Sin embargo, tiene una limitante llamada introduccién de
sesgo. Para ilustrar la idea, se le da un ejemplo: Suponga que usted es duefio de una cadena de
farmacias y desea muestrear el nivel de ventas de sus sucursales en Morelia haciendo el muestreo
solo los dias lunes. De entrada esto puede ser bueno y practico. Sin embargo, puede tener la
limitante de que el patrén de consumo de sus clientes es bajo los dias lunes ya que es inicio de
semana y desean gastar en otras cosas su dinero. Claramente, de hacer este tipo de muestreo,
usted estaria estimando ventas menores y correria el riesgo de tomar decisiones mal informadas.

2.4 Muestreo estratificado.

En este tipo de muestreo, se divide la poblacién de datos en grupos homogéneos (mujeres y
hombres, intervalo de pesos, etc.) y se determina qué proporcidn representa cada estrato o grupo.
Cuando se analizan las caracteristicas y parametros como media, desviacidn estandar, etc., se
ponderan los mismos en funcidn de su representacién o proporcion de peso respecto la poblacion
total y con esa ponderacidon se obtienen los pardmetros y probabilidades totales de dicha
poblacidn con este tipo de muestra.

Por ejemplo, piense usted que desea saber el numero medio de personas que entran a sus
farmacias en funcién de su edad. Por ejemplo, tendria usted una tabla como la siguiente:

Frecuencia ponderada
Estrato Porcentaje del total |Fecuencia (pordentaje x frecuencia)
menos de 18 afios 30% 50 15
19-39 afios 40% 230 92
40-69 afios 20% 187 37.4
69 0 mas 10% 74 7.4
Media ponderada de las frecuencias de la poblacién 151.8

Tabla 9 Muestreo estratificado y parametros calculados con el mismo.

2.5 Muestreo de racimo.

Esta forma de muestrear se parece a la anterior, con la diferencia de que primero se hacen
estratos y luego se seleccionan miembros, datos u observaciones de cada uno de los estratos de
una manera aleatoria. Por ejemplo, usted desea saber cudntas televisiones existen en la ciudad de
Morelia. Entonces, usted divide la ciudad en colonias y elige, de cada colonia y de manera
aleatoria, una serie de casas, toca la puerta y pregunta el nimero de televisiones que hay en cada
una. Con esto toma muestras aleatorias no de la totalidad de la poblaciéon sino de cada uno de los
grupos que usted formé.
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2.6 Diferencias operativas en cada uno de los tipos de muestreo y
determinacion del empleado en Estadistica Inferencial.

En el siguiente cuadro se destacan las principales diferencias operativas o de ejecucion de cada
uno de los tipos de muestreo estudiados.

Tipo de muestreo

Aleatorio
Cualidad simple Sistematizado |Racimo Estratificado

Seleccion de Se toman datos [Se toman datos
datos parala |directamente [directamente
muestra de la poblacién |de la poblacién |Por grupos Por grupos

Siguiendo una

regla
matematica
Aleatoria en el |(cada 20 Aleatoria
Seleccién de total de la numeros, los |dentro de cada |Total de datos
datos poblacién dias lunes, etc.) |grupo en el grupo

De los 4 tipos de muestro vistos, el que se utilizara en Estadistica inferencial es el aleatorio simple.
La afirmacion anterior surge del hecho de que los otros tres tipos no son mas que técnicas
especificas de recolecciéon de datos que derivan en una muestra a la que se calcularan
probabilidades muestrales y con los cuales usted, como profesionista tomador de decisiones,
debera realizar el analisis estadistico que requiera. En pocas palabras, los diferentes métodos de
muestreo se aproximan al muestreo aleatorio.

2.7 Diseiio de un experimento: el proceso que se sigue para tomar
decisiones.

En Estadistica aplicada a los negocios, es importante conducir de manera apropiada la toma de
decisiones. Si usted a esta altura ya llevd una clase de Métodos de investigacion o metodologia de
la investigacidon, recordard el método cientifico. Aunque éste Ultimo es mdas apropiado para la
generacién de conocimiento cientifico, la forma en cdmo se llega a una conclusién y a la toma de
decisiones en los negocios es muy similar.

Para poder decidir usted sobre algo, primero debe plantearse un objetivo del cual se elabora una

hipdtesis, luego se comprueba la misma y se decide en base a esta conclusion. Por ejemplo, en el
caso de Steve Jobs, él tenia como objetivo determinar si su modelo de computadora tendria
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mayor preferencia respecto a su competencia. Para esto, tuvo que plantear una hipdtesis a
demostrar: “La computadora de mi compafiia es mas preferida que la de mi competencia”. Para
demostrar esta hipdtesis, tuvo que utilizar la Estadistica y hacer un experimento consistente en
formar una muestra estratificada por tipo de usuario (arquitectos, ingenieros, matematicos,
programadores, disefiadores, amas de casa, estudiantes), calcular estadisticas (media y varianza
muestrales) y luego aplicar una técnica de Estadistica inferencial que veremos en breve llamada
“comprobacion de hipdtesis”. Si con esta técnica demuestra como valida su hipdtesis, lo que la
compainiia de Jobs hara es lanzar al mercado su nueva computadora.

En este subtema, dado este ejemplo, se visitan los pasos que deben seguirse en este proceso de
analisis estadistico llamado “disefio de experimento”.

El disefio de experimento o pasos del analisis estadistico a seguir son los siguientes (Se utilizara el
ejemplo de los comerciantes de aguacate):

1. Definir el objetivo: Los comerciantes definieron como objetivo determinar que la calidad
de sus inventarios es la misma.

2. Definir lo que se medira: Aqui los comerciantes definieron “calidad” como el peso de sus
aguacates. En pocas palabras pusieron una hipotesis dada por: “Si nuestros inventarios de
aguacates tienen el mismo peso, comparten la misma calidad”.

3. Definir el tamafio de muestra: Aqui los comerciantes decidieron no trabajar con la
totalidad de su inventario porque son miles de aguacates pero acordaron tomar una
muestra de 200 aguacates (como definir este nimero lo veremos en breve).

4. Analizar los datos: Aqui se emplean técnicas estadisticas, como es la comprobacion de
hipdtesis, para concluir si el objetivo planteado se cumple o no. Por ejemplo, los
comerciantes determinaron, con técnicas estadisticas, que sus inventarios son iguales.

5. Conclusion y toma de decisiones: En este punto, en base al disefio del experimento
seguido hasta ahora, se concluye que los inventarios tienen la misma calidad y toman la
decisién de no reclamar al proveedor.

A manera de sintesis de dedo, se presentan los pasos del disefio experimental o proceso de

andlisis estadistico:

Definir el objetivo.
Definir lo que se medira (Aqui se plantea una hipdtesis estadistica).

Definir el tamafno de muestra.
Analizar los datos.

v W NR

Conclusién y toma de decisiones.
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2.8 Distribuciones de probabilidad muestrales

Hasta ahora, se ha trabajado con el supuesto de que los datos que se han estudiado pertenecen a
una poblacidn. Es decir, se ha supuesto que los datos con que se trabaja es la totalidad que se
pueden tener. Sin embargo, al introducirnos en este nuevo tema de Teoria del muestreo, hemos
visto que, en la mayoria de las ocasiones, es dificil obtener y manipular todos los datos de una
poblacidn. Por ejemplo, a los comerciantes les era costoso y tedioso hacer un analisis estadistico
de la totalidad de su inventario de aguacates con miles de piezas. Mas bien, lo que hicieron es
tomar unos cuantos (una muestra) para hacer inferencias sobre las propiedades del resto de la
poblacidn.

¢Qué sucede cuando hacen esto? Para responder esto imagine que tiene una poblacion total de
5,000 aguacates con diferentes niveles de peso en gramos. Esta poblacién total tendra una
distribucién de probabilidad determinada. Ahora, si se extrae una muestra de 30 aguacates, esta
tendra un promedio y una desviacién estandar vy, a su vez una distribucion de probabilidad con una
forma y valores determinados. Sl se repite dos veces mas el ejercicio de muestreo, se vera que las
medias, las desviaciones estandar y las distribuciones de probabilidad son diferentes por lo que, si
se estd trabajando con una muestra, es muy probable que esta tenga fluctuaciones en dicha
media. Para ilustrar esto se tiene la siguiente grafica:

Distribucion de probabilidad de poblacién y distribuciones de cada muestra

Probabilidad

| |
| |
1 1
40 60 80 100 120 140 160 180 200 220
Peso de cada aguacate en la poblacién o muestra

Grafica 17 Comparativo de la media y distribucion de probabilidad (dada también por la desviaciéon estandar) de la
poblacion total de aguacates y de las tres muestras generadas de manera aleatoria.

En la misma, se puede apreciar la diferencia en la forma de las distribuciones de probabilidad y las
medias de las tres muestras generadas con el método de muestreo aleatorio simple (se tomaron
30 aguacates de manera aleatoria de un total de 5,000). Es decir, no son estables. Por lo tanto, el
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hacer un andlisis estadistico con muestreo observando que tanto la media como la desviacién
estandar pueden ser diferentes de muestra en muestra, implica que se tiene incertidumbre o poca
seguridad de tomar decisiones ya que la media y desviacién estandar de la muestra no son la
misma que la de la poblacién.

Para dar mayor idea, suponga usted que se generan 1,000 muestras diferentes de 30 aguacates
cada una. El comportamiento de las medias y distribuciones de probabilidad en cada caso se
presentan en la grafica 18.

Distribucion de probabilidad de poblacian y distribuciones de cada muestra
M Distribucidn de probabilidad T T T T ! T
‘[de la poblacian total de aguacates| : : : : :
gabi—— EEETEEEEEE R TR LIITE IToY . D -

D.E—é ........... .......... PO N i : -. ;\.b ........ .......... ....... -
D_;'_é ........... .......... ! i : ke T ........ a

05 _ .......... ...... . i SO ........ |

Probahilidad

05_ ........ |
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0.3 ke o ;

02 ......

| |
20 40 =] an 100 120 140 160 180 200
Peso de cada aguacate en la poblacidn o muestra

Grafica 18 Comportamiento de la media, desviacion estandar y distribucion de probabilidad de cada una de las 1,000
muestras de 30 aguacates generadas con el método de muestreo aleatorio simple.

En la misma se aprecian todas las distribuciones de probabilidad de las 1,000 muestras generadas
con el método de muestreo aleatorio simple. También se sefiala la distribucién de probabilidad
poblacional.

Aqui, de cuenta nueva, se puede observar cdmo la media y las probabilidades de cada muestra
cambian.
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Gréfica de la posicion de las medias de todas las muestras generadas

T T
: : : —9 Medias de las 1,000 muestras

| | | —© Media de las medias de cada muestra
| | | — Media de la poblacion
| | |

| | |

| | |

PO G et 0 1

90 100 110 120 130 140 150
Peso promedio de cada muestra aleatoria simple de 30 aguacates

Distribucion de probabilidad muestral (de medias)

Distribucién muestral
Media de la media de cada muestra
Media de la poblacion

Probabilidad

150
Pesos de aguacates en gramos

Grafica 19 (Parte superior) todas las medias de las muestras generadas, el promedio de las medias y la media
poblacional. (Parte inferior), la distribucion de probabilidad muestral, el promedio de medias de cada muestra y la
media poblacional.

Todas estas medias, dado que son muestrales, pueden también tener una distribucion de
probabilidad. Esta se conoce como la distribuciéon de probabilidad muestral y la formacién de la
misma se presenta en la grafica 19. Primero concentre su atencidn en la parte superior. Ahi se le
presentan las medias de todas las muestras generadas. Luego se calcula un promedio (o media) de

cada una de esas medias y se compara el valor de la media de la poblacién de aguacates (todo el
inventario).

Ahora, en la parte inferior, se genera, con el promedio de medias de cada muestra y la
B B .z . 7 B “ .z e
correspondiente desviacion estandar’, la distribucion de probabilidad muestral.

Dado que en la mayoria de las ocasiones, usted utilizard muestras y no poblaciones®, esta
distribucién de probabilidad muestral serd la que se utilizard. Ahora, dos preguntas naturales que
usted podria tener serian éExiste una diferencia entre la normal estdndar y la muestral? y é Cémo
se calcula esta funcién de probabilidad muestral? La respuesta a la primera pregunta es: No en
términos de calculo, salvo un pequefio ajuste que veremos en breve, no cambia en lo absoluto. Es
mas incluso usted podra seguir utilizando las tablas de probabilidad normal estandar que empled
previamente. La segunda pregunta, relativa a la férmula de calculo se ve en el siguiente subtema.

" Que ahora la llamaremos error estandar (en breve veremos el por qué del nombre),

8 . . .z
Incluso en ocasiones, como es el caso de los precios de una accién o la temperatura de un lugar, usted no
podra conocer la poblacién verdadera.
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2.8.1 Las estadisticas necesarias para calcular la distribucién normal muestral

Hasta ahora se ha revisado cdmo se genera una funcion de probabilidad normal estandar y se ha
hecho énfasis en observar que esta se revisd suponiendo que los datos con que se trabaja son
poblaciones. Sin embargo, usted tendra en su poder para trabajar, y salvo que el problema que
usted resuelva sea diferente, muestras.

Se ha visto también que, para calcular probabilidades a través de una funcién de densidad, usted
debe tener la media y la desviacién estandar que son una medida de tendencia central y de
dispersidn respectivamente. Cuando usted trabaja con poblaciones, las medidas que son insumos
necesarios para el calculo de probabilidades se llaman Parametros. Es decir, si los datos que usted
tiene para analizar son la media y la desviacion estandar. A estos dos se les denomina parametros
de su funcién de probabilidad.

Sin embargo, para una funcidn de probabilidad cuando usted tiene muestras, los insumos son los
mismos y se llaman ahora estadisticas o medidas estadisticas. Y estas estadisticas son la media y
el error estandar (recuerde que asi le lamamos a la desviacién estandar cuando tenemos datos

de muestras).

Para afirmar la idea, se tiene el siguiente cuadro de resumen que el profesor espera le sea de
utilidad para memorizar:

Parametro Estadistica

Tipo de medida (poblacién) (muestra)
Media

Tendencia Central |poblacional Media muestral
u o
Desviacion
Dispersion estandar Error estandar

X o

Grafica 20 Parametros (poblacidn) y estadisticas (muestra)
empleados en el cilculo de probabilidades.

2.8.2 Media muestral

Como puede apreciar, la funcién de probabilidad normal estandar sigue utilizandose. Lo Unico que
cambian son la forma de calcular la media y la desviacién estandar. Para el caso de la media

muestral, que ahora se denota como x, simplemente se calcula igual para todos los datos
repitiendo la férmula 1:

Derechos de autor: Dr. Oscar Valdemar De la Torre Torres. (Registro en tramite)



Estadistica Il Notas del profesor para el alumno
Pagina: 56

Formula 7 Calculo de la media muestral:

T T

—® Medias de las 1,000 muestras

—9 Media de las medias de cada muestra

—© Media de la poblacion
]

90 100 110 120 130 140 150
Peso promedio de cada muestra aleatoria simple de 30 aguacates

Distribucién de probabilidad muestral (de medias)

Distribucién muestral 1
Media de la media de cada muestra
b — = D — — Media de la poblacién

Probabilidad

120 130 140 150

Pesos de aguacates en gramos

Para demostrar que la media poblacional puede aproximarse con la media de nuestra muestra
observe usted de nuevo la parte superior e inferior de la grafica 19 presentada de nuevo
anteriormente. Note como, con 1,000 muestras, el promedio de cada una se acerca mucho (se
aproxima) a la media poblacional. Por tanto, si se hubieran corrido 10,000 muestras en lugar de
1,000, la aproximacion hubiera sido mayor al grado de que la media de nuestra muestra y la
poblacional practicamente serian la misma. Por tanto, con este simple ejercicio mental, puede
usted comprobar que es vdlido emplear la media de la muestra calculandola con la media

convencional.

Como una nota adicional, también es de importancia observar que esta aproximacién se cumple
incluso si se tienen multiples muestras con diferente tamafio. Es decir, una muestra de 30
aguacates, otra de 200 y asi sucesivamente.

2.8.3 Error estandar

En el sub tema anterior se dijo que el tamafo de la muestra no influia en el calculo de la media
muestral y que seria la misma media para poblacidn que para muestra. Sin embargo, en el caso de
la desviacién estandar aplicable a una muestra, mejor conocida como error estandar, la cosa
cambia. Para ilustrar la idea, observe primero la grafica 21 en donde se generan 30 muestras
diferentes con diferentes tamafios. Es decir, una muestra de 30 aguacates, otra de 55 y asi
sucesivamente.
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Distribucion de probabilidad de poblacion y distribuciones de cada muestra

Prabatilidad

160 180 200 220
Peso de cada aguacate en la poblacion o muestra

Grafica 21 Distribuciones de probabilidad de diferentes muestras con diferente tamafio.

Ahora veamos de nuevo la grafica 18:

Distribucidn de probabilidad de poblacidn y distribuciones de cada muestra
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La diferencia entre la grafica 21 y la 18 estd en que la 21 se hicieron muestras aleatorias con
diferente tamafio (en muchos casos mas de 30) y en la 18 se hicieron muchas muestras con el

mismo tamafio: 30 aguacates.
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La idea que se busca resaltar de la gréfica 21 es que, conforme aumenta el tamafio de la muestra,
el error estandar’ se aproxima mucho a la desviacién estandar de la poblacidn. Por tanto, la forma
en que se calcula la desviacion estandar en una muestra, mejor conocida como error estandar, se
da ahora por la siguiente férmula si y solo si se conoce la desviacién estandar de toda la poblacién:

Formula 8 Calculo del error estandar:

En un espafiol mas plano, lo que usted tiene que hacer para calcular el error estandar es
simplemente calcular la desviacién estandar (o) de su muestra y luego dividirla entre la raiz

cuadrada de su nimero de datos (\/; ).

Esta formula se utilizard, de momento, como valida ya que se presupone que se conoce la
desviacidn estandar de la poblaciéon. Sin embargo, no siempre es asi y en el siguiente tema se vera
como se hace para calcular la desviacion estandar de una muestra.

Como su nombre lo dice, el error estandar es el error o separacion que la media de su muestra
tiene respecto a la verdadera media de la poblacién y este se aproxima muy bien al simplemente
dividir la desviacion estandar de su muestra entre la raiz cuadrada del nimero de observaciones
que integran su muestra.

Error estandar: separacidon que la media de su muestra tiene respecto a la verdadera media de la
poblacién y este se aproxima muy bien al simplemente dividir la desviacidon estandar de su
muestra entre la raiz cuadrada del nimero de observaciones que integran su muestra.

Para cerrar el tema de la distribucién de probabilidad muestral, es decir la distribucion normal

estandar aplicada a muestras, el profesor completa la tabla 20 y le presenta los cdlculos necesarios
para que usted pueda recordarlos y armar un mapa mental con ellos:

9 . . . . .
Que, como vimos, es el nombre que se le da a la desviacidn estdndar cuando se trabaja con muestras.

Derechos de autor: Dr. Oscar Valdemar De la Torre Torres. (Registro en tramite)




Inferencial paramétrica, no paramétrica y multivariante

Pagina: 59

X

Pardmetro Estadistica
Tipo de medida (poblacién) Calculo (muestra) Calculo
Media
. . D .
Tendencia Central |[poblacional u==— Media muestral
U n o
Desviacidon
estandar — X, |Error estandar
Dispersion X=u= Z—
= n _ o
X (e2 )

Tabla 10 Parametros (poblacion) y estadisticas (muestra) empleados en las funciones de probabilidad y su método de

calculo.

2.8.4 Calculo de probabilidades con muestras.

Para calcular la probabilidad en una muestra se sigue utilizando la misma tabla de distribucion

normal estandar y se siguen los mismos métodos de calculo previamente vistos. Lo Unico que
cambia es la formula 6 a la que se le sustituye la desviacidén estandar por el error estandar. Esto es:

Con lo anterior se establece entonces el célculo de valores Z como sigue:

Férmula 9 Calculo del valor Z para estandarizar variables en muestras:

X, — U

—_r =

Z, =
()',

X

Dicho lo anterior usted puede seguir los pasos para calcular probabilidades que se le presentan en

la tabla 11 ya sea cuando emplea datos de una poblacion o de una muestra. Como aprecia, solo

cambia el célculo del error estandar.
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Poblacidn Muestra
Calcular la media Calcule la media de su muestra

Calcular la desviacidon estandar |Calcular la desviacion estandar de su muestra

Obtenga el error estandar dividiendo la
desviacion estandar entre la raiz cuadrada de

n" o numero de observaciones

Estandarize la variable aleatoria

a la que quiere calcularle la Estandarize la variable aleatoria a la que
probabilidad quiere calcularle la probabilidad

Busque en tablas el valor Z Busque en tablas el valor Z logrado
logrado anteriormente anteriormente

Tabla 11 Pasos a seguir para el calculo de probabilidades ya sea en poblaciones o en muestras.

Para ilustrar todo esto con un ejemplo, piense que usted es el comerciante de aguacates de
Morelia y que toma una muestra de 30 piezas que le lleva a un peso promedio de 150 g. y una
desviacidn estandar de los datos de 80 g. Usted quiere determinar la probabilidad de que, si toma
otro aguacate mas, este tenga un peso menor o igual a 180 grs.

Para responder esto, recuerde usted que la probabilidad de que el peso de los aguacates sea
menor o igual a su peso promedio es de 50%:

p(x, < 1) =50%

Ahora que se tiene esto, solo debe determinarse la probabilidad de que el aguacate pese entre el
valor del promedio (150 grs.) y 180 grs. Lo que debe usted hacer primero es estandarizar el valor

de x, =180grs.y para ello debe, con la desviacién estandar que calculd, obtener el error

estandar:

o= -8 _ 80 _ 51880
Y \n N30 17320
Ya que se tiene el error estandar se obtiene el valor Z;:
7 _% —u 180-150 30 _ 0.64519

' 0. 461880 46.1880
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Ya que se tiene este valor Z,, se busca la probabilidad de que el aguacate pese entre el valor de la

media (150 grs.) y 180 grs. Esto lleva a una probabilidad de

p(u < x, <180grs) = p(Z.) = p(0.6451) = 23.89%

Probabilidad de que x;<==pn

-3 -2 -1 (0] 1 2 3

probabilidad de que X ==pn

p(u<x, <180grs) = p(x, < ) + p(u < x, <180grs)
= 50%+ 23.89% = 73.89%

Entonces, ya que se tiene la probabilidad de que todos los pesos de aguacates posibles sean
menores o iguales a la media y, posteriormente que el peso del aguacate seleccionado se
encuentre entre la media de 150 grs. Y 180 grs. Se suman las dos probabilidades calculadas y se
logra la probabilidad de que el siguiente aguacate seleccionado tenga un peso menor o igual a 180
g. La explicacidn grafica se dio anteriormente.

Como se aprecia, el método de calculo de probabilidades con muestras sigue siendo el mismo. Lo
Unico que cambia es que se calcula el error estandar y en lugar de la desviacion estandar.

2.9 El teorema del limite central y una primera forma de determinar el
tamaio adecuado de la muestra

Hasta ahora se ha trabajado con el supuesto de que las variables aleatorias que se estudian estan
normalmente distribuidas. Sin embargo puede darse el caso de que esto no sea asi. Cuando usted,
con técnicas de las que se revisaran algunas en temas posteriores, detecta que los datos con que
trabaja no estdn normalmente distribuidos, puede seguir manejando el supuesto de normalidad si
incrementa el nimero de datos de su muestra.

Por ejemplo, Suponga usted que tiene una muestra de los 50 precios mads recientes de una accién
gue cotiza en bolsa. Si usted graficara la distribucidn de probabilidad, tendria algo como esto:
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Grafica 22 Distribucion de probabilidad de una muestra de 50 precios de una accién que cotiza en bolsa.

Claramente, por el histograma, se puede observar que, al compararlo con una distribucidon de
probabilidad normal, su muestra no estd normalmente distribuida. ¢Qué pasa ahora si usted
incrementa la muestra de 50 a 250?

Grafica 23 Distribucion de probabilidad de una muestra de 250 precios de una accion que cotiza en bolsa.

Bien es cierto que el histograma sugiere que la distribucion de probabilidad es todo menos
“normal” o “gaussiana”. Sin embargo, el tipo de distribucidon de probabilidad se parece cada vez
mas a una normal conforme el numero de datos se incrementa.

Entonces, el Teorema del limite central dice que debe incrementarse el nimero de datos para
poder hacer que la muestra sea normal si esta no lo es. La siguiente pregunta que podria
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plantearse usted seria ¢Qué tan grande debe ser mi muestra para darle validez al Teorema del
Limite Central? La mayoria de los estadisticos sugiere que debe cumplirse una de las siguientes
condiciones para considerar la muestra “grande”:

1. Que el nimero de observaciones de la muestra sea mayor de 30. Esto es: n< 30
2. 0O que el numero de datos de su muestra tenga una proporcién menor o igual al 5% de la
poblacidn total.

Por ejemplo, si usted quiere determinar cual es el tamafio apropiado de muestra para un analisis
estadistico aplicado el precio de una accion o la temperatura de Morelia, usted debera elegir 30 o
mas datos para considerar “grande” su muestra y darle validez al teorema del limite central. Casos
como estos dos son situaciones en las que usted desconoce el verdadero tamafio de la poblacién
total.

En otras circunstancias usted podrd conocer o aproximar el tamafo total de su poblacién. Por
ejemplo la poblacién de habitantes de México era de aproximadamente 110 millones de
habitantes a finales del afio 2011. Si usted fuese un director del INEGI y desea determinar el nivel
de empleo de México, debera encuestar, a lo mucho, a 5.5 millones de personas. Es decir, el 5% de
110 millones. Si usted entrevista a 7 millones, a pesar de ser muchos datos su muestra ya no se
considerara grande. éPor qué la contradiccion de pedir una muestra mayor de 30 o menor al 5%
de la poblacién conocida? Esa respuesta se la dejamos a los matematicos. Sea suficiente para
usted saber esto y aplicar la regla de dedo como se le presenta.

Teorema del limite central:

“Una muestra de datos que no tenga una distribucion de probabilidad normal podrd suponerse que

estd normalmente distribuida si

e sunumero de datos es mayor o igual a 30.

e sij se conoce el tamario total de la poblacion (y estas es muy grande), su numero de datos es
menor o igual al 5% de la poblacion total...”

Por tanto, para regla general de usted y a reserva de ver otras mas, si usted quiere determinar si
su muestra estd normalmente distribuida y no sabe cuantos datos debe tener como minimo,
recuerde el teorema del limite central revisado que le pide minimo 30 datos. Por tanto, un tamafio
adecuado de muestra, como regla general, es de 30 observaciones.

Habrd ocasiones en que usted no tenga capacidad material de obtener 30 datos sino menos. Para
esos casos se utiliza una distribucion t-Student. De momento, no la veremos para que usted sea
capaz de asimilar estas ideas. Este tipo de distribucion se revisara en el tema de comprobacion de

hipotesis.
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2.10 El multiplicador de poblacion finita

Para finalizar la revision de la Teoria del muestreo que contempla este segundo tema del curso de
Estadistica Il. Es de interés observar algo mas del cdlculo del error estandar. Lineas atras se le
observé que, cuando se trabaja con muestras, no se utiliza la desviacidn estandar sino el error
estandary que este se calcula simplemente al dividir la desviacién estandar de su muestra entre la
raiz cuadrada del nimero de observaciones en la misma:

(o}

Este calculo es el que casi siempre se utilizard. Esto es asi porque muchos fendmenos que
estudiamos en las Ciencias Administrativas tienen poblaciones cuyos tamafios desconocemos. Es
decir, son poblaciones infinitas. Ejemplos de esto son el nivel de llenado de las botellas de agua
gue produce, la temperatura de Morelia, los precios de una accidn, el inventario que tuvo, tiene y
tendra de aguacates, etc. Sin embargo, habra casos en los que usted conozca muy bien el tamafio
de su poblacién y tenga que verse en la necesidad de hacer un muestreo dado lo costoso que le
resulta sacar datos del total de su poblacion. Un ejemplo puede ser un estudio de mercado como
el que hizo Steve Jobs. Por ejemplo, él sabia cuantos arquitectos habia en Estados Unidos. Por
tanto, tuvo que hacer un ajuste adicional al error estdandar para poder calcularlo bien y determinar
la distribucién de probabilidad:

Férmula 10 el error estandar calculado con el multiplicador de la poblacidn finita:

Esto es, al error estandar tuvo que multiplicarlo por el término conocido como multiplicador de
poblacidn finita dado por:

En donde N es el tamafio ya conocido de la poblacidn y n es el de la muestra que usted utiliza.
Cuando usted desee levantar una encuesta de ambiente laboral en su empresa, usted conoce de

antemano el nimero de empleados en su némina (/N ). Como usted posee o trabaja en una
empresa con, digamos, 12 mil empleados, le resulta dificil procesar mucha informacién, por lo que
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podria hacer un tipo de muestreo (digamos estratificado o aleatorio simple) y se acerca a 60
empleados diferentes a realizarle la encuesta.

Como puede ver, su muestra es igual al 5% del total de empleados por lo que es de tamafio
grande. Al error estandar deberia aplicarle, siempre que conozca el tamafio de la poblacidn, la
siguiente multiplicacién:

___o_ [r2000-60
= J60 60—1

NOTA: Si usted no conoce el tamaiio total de la poblacién o esta tiene un nimero infitino de

datos (como la temperatura o el precio de una accién), no debera aplicar el multiplicador de la
poblacion finita sino simplemente determinar el error estandar como sigue:

Retomando el ejemplo de la encuesta a los empleados de su empresa, suponga que les hace una
simple pregunta: Del 1 al 10, con 1 muy bajo y 10 muy alto, diga usted si se siente contento en
esta empresa. Después de mandar por correo electrénico la pregunta a 60 personas, usted
observa que la calificacion media de felicidad en la empresa es de pu=7.8 con una desviacion
estdndar en la muestra de 0=1.2. Entonces, el error muestral de esta encuesta para la totalidad de

su empresa seria de:

_ _12 12,000-60
* 60 60—1

=220

Con este dato, deberd usted hacer los cdlculos de valor Z de la férmula 9 y calcular la probabilidad
con tablas:

Ya que se conocid un poco sobre la Teoria del Muestreo y que se observd la forma de calcular las
principales estadisticas para el calculo de probabilidades muestrales, es de necesidad de pasar al
tema de inferencia, de tal forma que podamos ya tener los fundamentos para comprobar hipdtesis
estadisticas.
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3 Estimaciones puntuales y de intervalo. La base de la inferencia
estadistica.

En el tema anterior se introdujo el concepto de que la media muestral puede ser diferente
respecto a la poblacional e incluso entre muestras. Eso llevd a observar como momentaneamente
valida la aproximacion de dicha media poblacional (i a través de la media de la muestra con que

se trabaja x. Sin embargo, sigue presente el efecto de la incertidumbre que se genera al ver

fluctuar x . Aqui es donde las estimaciones puntuales y de intervalo cobran vida como conceptos.

Durante su vida profesional, usted, para tomar decisiones, debera siempre hacer estimaciones de
gué sucedera en el futuro. Se vio al inicio de estas notas que usted siempre decidird en un entorno
de riesgo y uno de los riesgos a considerar es el hecho de que su muestra, si tiene datos de
muestrales, es toda la informacidn que tendra para decidir.

Cuando usted estime qué sucederd en el futuro, puede hacer dos tipos de estimaciones:

Estimaciones puntuales: Es un solo numero que se utiliza para estimar un pardmetro de la
poblacién: la media poblacional.

La estimacion puntual consiste simplemente en decir qué sucederda exactamente segln sus
calculos estadisticos. Por ejemplo, si usted dice que manana a las 12:00 de la mafiana la
temperatura serd de 20.15°, usted esta haciendo una estimacion puntual. Otro ejemplo sera que
usted diga que la siguiente botella de agua que tome de la linea de produccidn, tendra un llenado
de 997.83 |. o que el precio de una accidn serd de $23.57 el dia de mafiana. La cualidad que tienen
estas estimaciones es que son numeros exactos, nimeros puntuales.

La forma mds comun de obtener este tipo de estimacion puntual es simplemente utilizar la media

muestral x . Sin embargo, el utilizar x esta sujeto a cometer errores de muestra por lo que es mas
apropiado hacer afirmaciones o estimaciones del tipo: El dia de mafana a las 12:00 la temperatura
podria estar entre 20° y 21° o el nivel de llenado de la botella puede estar entre 996 | y 997I.Este
tipo de afirmacién se conoce como estimacién de intervalo.

Estimacion de intervalo: Es un rango de valores que se utiliza para estimar un parametro de la
poblacidn.

Para dar una idea mas clara de una estimacién puntual y de una de intervalo se retoma el ejemplo
del inventario de aguacates del comerciante de Morelia, se generan 30 muestras aleatorias con 30
aguacates cada una y se llega a la siguiente gréfica:
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Estimaciones de intenalo de varias muestras O Media muestral
Estimacion de intervalo
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Grafica 24 Estimaciones puntuales (media muestral representadas con circulos) y de intervalo de 30 muestras
diferentes con 30 aguacates para el inventario total (poblacion) del comerciante.

En la misma se presentan las estimaciones puntuales de 30 muestras diferentes que tienen 30

aguacates cada una. Dicha estimacion puntual se logra con la media muestral x y se marca con un
circulo. La estimacion de intervalo tiene dos valores. Uno superior (el extremo derecho de cada

circulo o media muestral) que se logra de la siguiente forma: |im.superi0r:x+c7; y otro

inferior que se logra con la siguiente resta: lim.inf erior =x—o. Por ejemplo, en la primera
muestra de la gréafica (la de hasta arriba) se tiene una estimacién puntual o media muestral de

)_c:119.6, un limite superior de |im.SUperi0r:)_c+G;:179.5 y uno inferior de

lim.inf erior:)_c—a; =59.67.

3.1 Consideraciones para calcular verdaderas estimaciones de intervalo

En la gréfica 24 se expusieron 30 muestras diferentes las cuales tienen diferentes medias

muestrales x y diferentes intervalos dados por lim.sup erior = xX+o.y lim.inf erior =x-0_.

Si se recuerda que la media muestral x puede fluctuar respecto a la poblacional 1, se aprecia en

la siguiente gréfica en la que se exponen las 30 muestras aleatorias en comparacion a la media
poblacional.
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Grafica 25 Comparativo de las estimaciones de intervalo con la media poblacional y su distribucién de probabilidad

En la misma se marcaron, en un color mas claro (azul si estd viendo en la computadora estas
notas), aquellos intervalos cuyo rango de valores (limite inferior a limite superior) no contiene la
media poblacional. Es decir, estan sesgados respecto a dicha media.

En ejercicios anteriores, se ha trabajado con estimaciones de intervalo. Para darse una idea,
suponga usted que la muestra que tiene de un afo del precio de una accidn se da por el siguiente
comportamiento:

GRUPO BIMBO SAB DE CV (29.309999, 29.770000, 29.150000, 29.590000, +0.139999)
JAWAN 1) T T T 117 1A
I iy T 1T

v V

media muestral; 26.4666]

=20000
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Grafica 26 histdrico de un afo del precio de BIMBOA en la BMV. Fuente: Reuters metastock con Esignal.
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Si usted quisiera hacer una estimacién puntual del precio para el dia siguiente en dicha accion

podria calcular la media muestral’® que es de x = 26.4666. Sin embargo, usted sabe que esta
media no es la misma que la de la poblacién ya que podria fluctuar de muestra en muestra. Por

tanto se podria calcula el error estandar de la media muestral

3.1.1 El verdadero calculo del error muestral cuando se desconoce la desviacion
estandar de la poblacion.

Sin embargo, algo que se menciond al inicio de este tema es que se estd suponiendo que se
conoce la desviacién estandar de la poblacién y en realidad lo que se esta calculando la de una
muestra. En el caso de muestras, lo que debe de hacerse es hacer un pequefio ajuste para calcular
la desviacién estandar muestral que ahora se denota como s:

Formula 11 Calculo del error muestral cuando se desconoce la desviacion estandar de la
poblacion:

Notese que simplemente, en lugar de dividir entre n, ahora se hace entre n-1. Entonces el calculo
del error muestral se hizo de esta forma:

3.1.2 La estimacion de intervalo.

Ya que tiene usted la estimacion puntual ( x) del precio de la accién, que reconoce que este valor
puede cambiar de muestra en muestra y que tiene el cdlculo del error estdndar de la muestra
calculado con la férmula 11, procederd usted a hacer una afirmacion de este tipo: “El precio de la
accion se estima que sea de 526.4666 y, con un 95% de confianza, se espera que ese valor oscile
entre $26.6533 y $28.2802.” Si usted observa la grafica 26, quizd no le sea muy preciso el
prondstico en el sentido de que el precio esperado y su intervalo estan muy abajo. Con el analisis
de regresidon podremos mejorar la precision. Baste con suponer, de momento, que la media
muestral es buen prondstico del valor futuro.

Un ejemplo que puede ser mas apropiado podria ser el del comerciante de aguacates. De una

muestra de 30 aguacates, usted puede llegar a una media muestral de ;:153.0547g y un error

10 . s o~ . . ]
En el tema de regresion se le ensefiara a hacer mejores prondsticos.

Derechos de autor: Dr. Oscar Valdemar De la Torre Torres. (Registro en tramite)




Estadistica Il Notas del profesor para el alumno

Pagina: 70

estandar calculado con la férmula 11 de o =57.6770g . Con estos datos podria decir que su

estimacion del peso de un solo aguacate que tome de manera aleatoria podria ser de 153.0547 g.
y que esta estimacién podria, con un 95% de probabilidad, variar entre 58.1844 gy 247.9249 g.

¢Coémo se hicieron este tipo de estimaciones?, éCdmo fue que se llegd a ese 95% de probabilidad
para definir un nivel de confianza (como el de 95% que se dio en la estimacidn) es necesario

observar de nuevo la grafica 25 y recordar la

Graéfica 25:

Graéfica 10:
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Recuerde usted que, cuando se estandarizé la muestra con:
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La desviacion estandar se convirtiéd de tener su valor original (para el ejemplo de la muestra del
aguacatero de 57.677g.) a uno de Z=1 (véase la gréfica 1). Si se grafica la desviacion estandar de

57.677 y se suma a la media muestral directamente para obtener el intervalo superior de:

int.superior =153.0547+57.677¢g = 210.7317¢g
Y uno inferior de

int.inf erior =153.0547 -57.677¢g =95.377¢

Estos dos limites o intervalos equivales a “una desviacion estandar” o “un error estandar” si se
guiere ver como muestra y se ponen en la grafica 25 para llegar a la 26:

Distribucion de probabilidad poblacional
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Peso de aguacates en gramos

En la misma se ponen 3 tipos de linea punteada. La primera de ella marca tanto el intervalo
superior (a la derecha de la media) como el inferior (a la izquierda) calculados previamente con un
valor de 210.7137 g y 95.377g respectivamente. Si se le calcula a ambos el valor Z se tendran los
siguientes valores:

_210.7137g -153.0547 _

7
' 57.677

, _ 95377 1530547 _
: 57.677

Es decir, en términos de la desviacién normal estandar. El error estandar de la muestra representa,
reiterando para la probabilidad normal estandar, una sola desviacion estandar. Es decir Z=1.
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Para seguir ahora con la idea de la probabilidad que se le pone a la afirmaciéon “El siguiente
aguacate que se tome aleatoriamente podria pesar 153.0547 y esta estimacion podria tener, con
95% de confianza, una fluctuacion de 58.1844 g y 247.9249”, obsersévese la grafica 26. Note
cémo no todos los intervalos de confianza de las 35 muestras generadas aleatoriamente tienen la
media poblacional como parte de sus valores. Si se hicieran mas muestras aleatorias, digamos
unas 1,000 de 30 aguacates se tendria que el porcentaje de muestras que contendrian a i seria de

solo el 66%. éCOmo se obtuvo esta probabilidad? Recuerde usted el célculo de probabilidades con

valores Z. Nosotros ya tenemos dos valores Z correspondientes a Iim.SUperiorszrG; y

lim.inf erior =x—o-. Que son Z =1y Z =-1 respectivamente. Por favor, ahora

recordemos el valor en tabla de probabilidades cuanto vale cada uno.

Esto lleva a valores de probabilidad de p(Z.,)=3413447% vy P(Z.,) =34.1344%

respectivamente. Si se suman, se observa que se llega a probabilidad de 68.2689% que es la que
representa el grado de confianza de nuestras estimaciones. Con esta probabilidad que, de

in

momento interpretamos como nivel de confianza, se esperaria que todas las diferentes muestras

contengan, dentro de los valores de sus intervalos de confianza, a 1 o al menos puto-. Para

darse una idea de si es cierto esto o no, observe de nuevo la gréfica 26:

Distribuci6n de probabilidad poblacional
T T T T T l

T T ;\
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> 26 1Y 1o 25 3¢ Media poblacional ()

06 = = ol
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Peso de aguacates en gramos

Las estimaciones de intervalo que no tienen 1 como parte de sus valores se sefialan en color
claro (azul si usted imprimié a color estas notas o las ve en la computadora). Aquellos intervalos

que contienen a 1 o al menos el valor de © *o tienen valores que se encuentran dentro del

area definida por las dos lineas marcadas con lo (una desviacion estandar o error muestral
alrededor de la media —poblacional o muestral-). La cantidad de muestras que contienen ya sea a

L o valores dados por u iO‘;, es alrededor de 68.2689% del total de muestras generadas.
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¢Qué pasa ahora si, en lugar de sumar o restar el error estandar ( 4 £ ¢ ), sumamos y restamos
este valor multiplicado por dos ( 11+ (2% o) )? Veamos qué sucedid en la grafica 26:

Distribucién de probabilidad poblacional
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Usted se volvidé mas tolerante, esta permitiendo que algunas muestras que no contienen 1 por lo
menos tengan oportunidad de contener u+(2x0). Esto implica perder precision en la
estimacion puntual pero incrementar la probabilidad de que fluctie x en mas valores. Si usted

calcula los valores Z de ut(2xc) llegard a ver que son p(Z,,)=47.7249% vy
P(Z,in) =47.7249% que, cuando se suman, llevan a una probabilidad de 95.4499%.

Ahora qué probabilidad se tiene cuando se es mas tolerante digamos a 1 +(3x0o). Si usted

calcula la probabilidad de valores de Z=3 y Z=-3, llegard a valores de p(Z,,)=49.8650%y
p(Z...) =49.8650% que sumados llevan a una probabilidad total de 99.7302%. Es decir, estd

tomando como confiables las fluctuaciones del 99.7302% de todas las posibles muestras que se
pueden generar de manera aleatoria.

Ahora, para generar ese “grado de confianza” cdmo se determind. En la vida real, salvo que usted
esté en areas de trabajo como es la administracion de riesgos de un banco o casa de bolsa, en el
departamento de calidad de una fabrica o trabajos afines, usted no piensa lo siguiente: “Voy a

hacer estimaciones de intervalo con 2 desviaciones estdndar. Usted como futuro empresari@,
contador@, director@ de empresa u organismo social y/o gubernamental piensa mas bien como
“Quiero saber cudl va a ser el valor promedio del inventario de aguacates que comercializo con
un (a manera de ejemplo) 95% de confianza en mis estimaciones”.

¢Qué pasos debe usted seguir para lograr esto? Simple, lo hace usted al revés con la probabilidad.

¢Como es eso? Siga esta simple receta de cocina o receta de dedo:

1. Saque su muestra. ¢CoOmo? Utilice el método, de los previamente vistos (aleatorio simple,
sistematizado, estratificado o de racimo), que mejor se acomode a sus objetivos.
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2. Defina el tamafio de muestra de tal forma que esté distribuida normal o gaussianamente o
al menos aproxime esta funcion de probabilidad. Si se trata de datos infinitos de (propios
de variables aleatorias continuas) como son la temperatura o el precio de una accidn,
simplemente apele al teorema del limite central y defina una muestra mayor o igual a 30.

3. De los datos que tiene calcule la media muestral:

4. Con esta media muestral calcule el error estandar. Si, como el caso de la temperatura o el
precio de una accidn, no conoce el tamafo total de la poblacion de datos, emplee la
siguiente formula (la 11):

Si conoce el tamanio total de la poblacién (como en el caso del censo de poblacién y

vivienda), el cual se denota con N, puede utilizar la siguiente férmula (la 10):

5. Determine el nivel o intervalo de confianza que desea darle a sus estimaciones. Para fines
del ejemplo que llevamos, piense en un 95% (usted puede elegir el que quiera de 0% a
100%).

6. Ahora haga la operacion inversa en las tablas de probabilidad normal estandar. Primero
reste a 95% el 50% ya que usted busca un solo valor Z a la derecha de la media. Es decir

arriba de Z, =0 en la tabla. Esto le llevaré a 45%.

7. Ahora busque en la tabla équé valor tiene una probabilidad de 45%?:
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Para las instrucciones de uso, por favor consulte la liga:

http://www droscardelatorre com/classmat/UMSNH/FCCA/ESTADISTICAIl /tutorialtabla htmi

Z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
0.00) 0.5000000) 0.00398%4) 0.0079783| 0.0118665| 0.0155534| 0.0193383
0.10| 0.0398278| 0.0437953| 0.0477584| 0.0517168| 0.0556700| 0.0586177
0.20| 0.0792587| 0.0831662| 0.0870644| 0.0909541| 0.0948343| 0.0887063
0.30) 0.1179114) 0.1217185| 0.1255158| 0.1293000 0.1330717| 0.1368307
0.40| 0.1554217| 0.1590970| 0.1627573| 0.1664022| 0.1700314| 0.1736448
0.50| 0.1914625| 0.1549743| 0.1984682| 0.2019440| 0.2054015| 0.2088403
0.60| 0.225746%| 0.2250691| 0.2323711| 0.2356527| 0.2389137| 0.242153%
0.70) 0.2580363) 0.2611479) 0.2642375| 0.2673048| 0.2703500| 0.2733726
0.80| 0.2881446| 0.2910299| 0.2938919| 0.2967306| 0.2995458| 0.3023375
0.90| 0.31593%9| 0.3185887| 0.3212136| 0.3238145| 0.3263912| 0.3285439
1.00| 0.3413447| 0.3437524| 0.3461358| 0.3484550| 0.3508300| 0.3531408
1.10) 0.3643333) 0.3665005) 0.3686431| 0.3707619| 0.3728568| 0.3745281
1.20| 0.3849303| 0.3868606| 0.3887676| 0.3906514| 0.3525123| 0.3543502
1.30| 0.40319%5| 0.4049021| 0.4065825| 0.4082403| 0.4098773| 0.4114520
1.40) 0.4152433) 0.4207302| 0.4221962| 0.4236415| 0.4250663| 0.4264707
1.50) 0.4331928) 0.4344783| 0.4357445| 0.4369916| 0.4382198| 0.4394292
1.60| 0.4452007| 0.4463011| 0.4473839| 0.4484493| 0.4494974] 0.4505285
1.70| 0.4554345| 0.4563671| 0.4572838| 0.4581843| 0.4550705| 0.4555408
1.80) 0.4640657) 0.4648521) 0.4656205| 0.4663750 0.4671159| 0.4678432

Como puede apreciar en la tabla que se le dio, la probabilidad que mas aproxima el 45% es
la dada por la fila 1.6 y la columna 0.04. Es decir, esta probabilidad tiene un valor Z de
1.64. por tanto, ya tiene ahora el valor Z del intervalo o nivel de confian za que desea usted

poner: Z, =1.64

8. Ahora que tiene x, 0oy Z,, simplemente calcula sus limites superior e inferior donde

cree que fluctuard, con ese 95% de confianza, su estimacién puntual dada por x:

Int.superior = X+ (Z,x0-) =153.0547g +(1.64x57.677g) =247.6449%
int.inferior = E—(Z,. x 0-) =153.0547 g —(1.64 x57.677g) =58.464 4g

Férmula 1 Calculo de las estimaciones de intervalo para muestra grande
Limite o intervalo superior =x+(Z, xo)
Estimacion puntual = x

Limite o intervalo inferior = ;—(Zl. xo)

9. Ahora si puede ya hacer la afirmacidn que busca: “Para el siguiente mes se esperaria que
el peso promedio del inventario de aguacates de mi empresa sea de 153.0547g y que
este fluctue, con un 95% de confianza, entre 54.4644g y 247.6449g” .

éFacil no?
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3.2 (Qué pasa cuando nuestra muestra de datos no es grande? La
distribucion t-Student

Hasta ahora se ha trabajado con el supuesto de que los datos (sean de poblacién o de muestra)
estdn normalmente distribuidos ya sea porque asi nos conviene o porque hemos trabajado con
muestras con mas de 30 datos, situacidon que satisface el Teorema del Limite Central previamente
revisado.

Sin embargo, no siempre se tiene la posibilidad de tener muestras de 30 datos sino mas pequefias.
Un ejemplo muy claro puede estar en la contabilidad de una empresa. Suponga que usted desea
hacer un andlisis estadistico y calcular la distribucidn de probabilidad del ROI* y que solo tiene 12
trimestres de informacidén. Claramente la distribucion normal estandar no es de utilidad porque
viola el Teorema del limite central. {Qué se hace entonces? ¢Qué funcién de probabilidad se
puede utilizar?

Muy simple: Hay un tipo de funcién de probabilidad, de los cuatro que revisaremos en el curso,
gue sirve para este fin. Esta se llama distribucién t-Student o simplemente distribucion t.

Esta distribucion fue propuesta por W.S. Gosset quien era un trabajador de la cerveceria Guinness
en Dublin. El hombre era un aficionado a la Estadistica y, como la cerveceria prohibia a sus
empleados hacer publicaciones cientificas y académicas, Gosset utilizd el pseudénimo de
“Student” para poder publicar su articulo y hacer su gran aportacion a la Estadistica.

Antes de hablar de los tres parametros (uno mas respecto a la normal) que se necesitan para
calcular la distribucién t-Student imagine usted que tiene tres muestras con la misma media:

1. Una con mas de 30 datos a la que le podemos calcular la probabilidad normal.
2. Una consolo 5 datos que se le calcula una funcién de probabilidad t-Student.
3. Una con 20 datos que también se le calcula una funcién de probabilidad t-Student.

" Recuerde que el ROl es la rentabilidad del capital que se tiene invertido en la empresa:

ROI = Utilidad neta/ capital contable.
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Comparativo de tres muestras pequefias (n<30) t-Student distribuidas con una normalmente distribuida (n>=30)
T T

Probabilidad normal o gaussiana con 30 datos en muestra
— — - Probabilidad t-Student con 3 datos en muestra

Probabilidad t-Student con 5 datos en muestra
35 Probabilidad t-Student con 15 datos en muestra

P robabilidad
N
S

Grafica 27 Comparativo de una muestra considerada “grande” y que esta normalmente distribuida con 3 muestras
consideradas “pequeias” que estan t-Student distribuidas.

Estas tres muestras se presentan en la grafica 27. Note usted cdmo la muestra mas pequena (la de
3 observaciones) tiene una distribucidon t-Student cuya forma es muy parecida a la normal.
Conforme se aumenta el nimero de observaciones en la muestra (de 3a 5y de5 a 15) la forma de
la distribucidn t-Student en cada caso se aproxima mas a la normal o gaussiana. Esta situacion es

consistente con el Teorema del limite central y deja algo muy interesante para usted:

No siempre se tienen muestras con una cantidad de datos u observaciones mayor o igual a 30.
Cuando esto sucede, los datos no estan normalmente distribuidos pero se pueden hacer
estimaciones de intervalo utilizando la distribucién t-Student.

3.2.1 Los parametros para calcular la distribuciéon t-Student y su empleo para el
calculo de estimaciones de intervalo.

Se ha visto previamente que la distribucion normal, a parte del valor de la variable aleatoria X,

necesita solo dos simples parametros o estadisticas’> que son la media y la desviacién estandar.

Para el caso de la distribucion t-Student se siguen utilizando estos dos mas uno llamado Grados de
libertad (denotado como GLo v ).

Este ultimo (los grados de libertad) serd el nimero de mayor importancia para calcular
probabilidades.

¢Qué es esto de los grados de libertad?

12 . . . . s s oae .
Recuerde que si sus datos son una muestra la media y la desviacién estandar se llaman estadisticas vy, si
son de una poblacién, se llaman parametros.
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Grados de libertad: NUmero de valores de una muestra que podemos especificar libremente, una
vez que se sabe la media de la muestra.

Para dar una idea de los grados de libertad, suponga usted que tiene una muestra de solo dos
datos que le lleva a un promedio o media muestral de 3.5:

a+b:
2

3.5

Si usted libremente elige el nimero 6, observara que el siguiente nimero necesario para llegar a
un promedio de 3.5 es 6:

b=(35x2)-a=(35%x2)-1=6

De estos dos datos que conforman su muestra, uno de ellos lo especificd libremente y el otro es
un valor forzado que debe cumplir con el promedio. Por tanto, la forma en que determinamos los
grados de libertad v aquiy en cualquier muestra de cualquier tamafio se daria por:

Funcidn de densidad de probabilidad t-Student: Funcidon de densidad de probabilidad que es la
mas utilizada y requiere de solo cuatro parametros para su célculo, el valor aleatorio ( x; ) al que se
le determinara la probabilidad, la media ( it ), la desviacion estandar ( o ) y los grados de libertad.

A diferencia de la normal o normal estdndar, se emplea cuando nuestra muestra tiene menos de
30 datos (es muestra pequefia).

Férmula 12 Determinacion de los grados de libertad para la distribucion t-Student:
v=n-1

Es decir, si le restamos 1 (uno) al tamafio de nuestra muestra llegamos a los grados de libertad.

Cuando se tienen muestras pequefas se puede realizar el cdlculo de la estimacion puntual y la de

intervalo. Lo Unico que cambia en el calculo de los intervalos es que no se utilizara un valor Z,

sino uno t. La forma de determinar los valores t es empleando las tablas de probabilidades y
valores criticos que existen en la mayoria de los libros de Estadistica y de las cuales puede bajar
una, elaborada por el profesor, desde la siguiente liga:

www.drocardelatorre.com/classmat/UMSNH/FCCA/ESTADISTICAIl/probtstudentexcel.html
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Para calcular estimaciones puntuales y de intervalo suponga el siguiente caso del ejemplo del
inventario de aguacates: El comerciante decide hacer una muestra mas pequefia de solo 15
aguacates. Esto es asi porque el resto del inventario (4,988 aguacates en total) ya los tiene
empacados vy listos para mandarlos a la central de abastos. Por tanto, le quedaron solo esos 12
aguacates. En base a estos quiere determinar équé calidad, medida en peso, tendra el siguiente
inventario que le remita su proveedor? Para ello cuenta con los siguientes pesos en su muestra:

Aguacate Peso (g) Aguacate |Peso(g)
1 170.89 7 127
2 185.97 8 116.8
3 190.74 9 99.5
4 229.14 10 107.59
5 145.3 11 112.34
6 98 12 108.7654
Media muestral 141.00295
Desviacion estandar (s) | 43.1767122
Error estandar 12.4640432
Tipo de estimacién  [Férmula Estimacion
Intervalo de confianza 95% Intervalo superior x+(txo-) | 168.436124
Nivel de significancia 5% Estimacion puntual | 141.00295
Grados de libertad 11 Intervalo inferior x—(txo-)| 113.569776
Valort 2.20098516

De estos pesos, calcula la media muestral, la desviacion estdndar de su muestra con la formula 11
y el correspondiente error estandar con la férmula 8.

Posteriormente, lo que se hace es determinar el valor t. Para ello, el comerciante decide dar un
95% de confianza a sus estimaciones. A diferencia del cdlculo de intervalos con la probabilidad
normal estdndar en donde utilizamos una tabla de valores Z dada la probabilidad (tabla 2), se
utilizara la tabla 4 correspondiente a los valores t dada la probabilidad. La diferencia aqui, respecto
a la de valores Z (tabla 3), es que no se le da la probabilidad de suceso sino que tiene que buscar
algo llamado nivel de significancia (denotado con una a) que no es mas que el resultado de restar
a 100% probabilidad el intervalo de confianza dado:

Férmula 13 Calculo del nivel de significancia dado un intervalo de confianza buscado en la
estimacion de intervalo:
nivel de significancia=a =100% — (% de intervao de confianza)

En el caso del comerciante de aguacates que emplea un intervalo de confianza de 95%, se llega a
un nivel de significancia de a=5% o a=0.05. Con los grados de libertad (11) y este nivel de
significancia se busca el valor en tablas que es de 2.200985:
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Ya que se tienen todos estos datos, el aguacatero puede hacer las siguientes estimaciones tanto
puntuales como de intervalo:

Tablas de valores t relativos a su drea de probabilidad.

Grados de
libertad/probabilidad
critica 0.01 0.02] 0.03 0.04 0.05
1 63.656741 31.820516 21.204949 15.894545 12.706205
2 9.924843 6.964557 5.642778 4848732 4.302653
3 5.840909 4.540703 3.896046 3.481909 3.182446
4 4.604095 3.746947| 3.297630 2.998528 2.776445
5 4.032143 3.364930| 3.002875 2.756509 2.570582]
6

7

3

9

3.707428 3.142668 2.8328928 2.612242 2446912
3499483 2.997952 2.714573 2.516752 2.364624
3.355387 2.896459 2.633814 2.448985 2.306004
3.249836 2.821438 2.573804 2.398441 2262157
10 3.169273 2.763769 2.527484 2.359315 2.228139
11 3.105807 2.718079 2.430664 2.328140 2.200985
12 3.054540 2.680998 2.460700 2.302722 2.178813
13 3.012276 2.650309 2.435845 2.281604 2160309
14 2976843 2.624454 2.414898 2.263781 2144787
15 2.946713 2.602480 2.397005 2.248540 2.131450
16 2.920782 2.583487 2.381545 2.235358 2.1195805
17 2.898231 2.566934 2.368055 2.223845 2.109816

llustracion 2 Seleccidn de valor t dada una significancia de 5%
(95% de intervalo de confianza) y 11 grados de libertad.

Con ello puede hacer la siguiente afirmacion: “El proximo inventario de aguacates tendrd un peso
promedio de 141.0029 g y este valor podria fluctuar, con un 95% de confianza o de probabilidad ,
entre 168.4361 gy 113.5697 g.”.

Con este ejemplo, usted puede darse una idea de cdmo hacer estimaciones puntuales y de
intervalo cuando su muestra es pequefia (menor de 30 observaciones).

3.3 Estimaciones de intervalo para comparar medias.
3.3.1 Estimaciones de intervalo para muestras apareadas grandes y pequeiias.

3.3.1.1 Estimacion de intervalo para muestras apareadas grandes

Recuerde usted que, por el Teorema del Limite central, se puede considera una muestra como
“grande” si tiene mas de 30 observaciones e incluso se puede suponer que estd normalmente
distribuida si el tamafio de dicha muestra es menor al 5% del tamafio de la poblacidn total, si es
gue se sabe. Si usted ve detenidamente, se tienen 4 grupos de 20 individuos que dan un total de
80 diferencias o diferencias de calificaciones entre computadoras (D, ). Por tanto, se puede

aceptar el supuesto de que es muestra grande y de que esta normalmente distribuida.

Con lo hasta ahora revisado usted podra hacer estimaciones aplicadas a una muestra. Sin embargo
esta técnica de estimacién o inferencia la puede también aplicar usted para comparar muestras.
Recordemos al Sr. Steve Jobs con quien iniciamos estas notas del profesor ¢Qué hizo el Sr. Jobs
para determinar que su computadora es mejor que la otra? Al principio de las notas, se mencioné

Derechos de autor: Dr. Oscar Valdemar De la Torre Torres. (Registro en tramite)



Inferencial paramétrica, no paramétrica y multivariante Pagina: 81

gue probablemente el Sr. Jobs primero hizo un muestreo de racimo. Recordando la nota legal, se
menciond que esta es una mera suposicion y resulta ser lo que muchos analistas de mercado o
mercaddlogos harian por su empresa para saber la superioridad de su producto respecto al de la
competencia.

Recordando los comentarios iniciales del muestreo de racimo, se observd que este consiste en
separar una poblacién en diferentes grupos de interés y luego tomar una muestra de cada
segmento, estrato o grupo de interés para tomar una muestra aleatoria de cada uno. ¢Qué pudo
hacer el Sr. Jobs? De entrada separd su poblacion objetivo (usuarios de computadoras) en cuatro
grupos o estratos de interés:

1. Arquitectos ingenieros, matematicos, fisicos, investigadores y profesionistas que ocupen
procesamiento de cdlculo.

2. Disefiadores graficos, artistas de medios, musicos y gente que ocupe procesamiento
grafico.

3. Amas de casa, estudiantes y gente mayor.
Contadores, abogados, economistas, financieros y otros profesionistas.

De cada uno de ellos selecciond y entrevisto a 20 individuos, a los que les aplicd un cuestionario
con una serie de preguntas sobre capacidad de procesamiento, facilidad de manejo, costo y
calidad. Para esto, el Sr. Jobs les prestd a cada individuo tanto una Macbook como una PC de alta
potencia durante un periodo de tiempo y luego les aplicd el cuestionario. Las calificaciones que
arroja el mismo iban de 0 para una mala calificacion de calidad, precio y procesamiento, es decir,
una preferencia muy baja, hasta un 10 que es el nivel maximo de preferencia que pueden tener
por la computadora (Mac o PC).

Los resultados de cada uno de los 20 individuos de los cuatro grupos se presenta en la pagina

siguiente en la tabla 12. Para iniciar, en cada individuo, se calcula la diferencia (D) entre la
calificaciéon dada a la PC o a la Macbook en cada indviduo de cada estrato. Esta se calculd
simplemente como:

Formula 14 Calculo de la diferencia entre dos muestras:
D, =x,, —x,, = Cdlificacion individuo i alaMac-Calificacion individuo i alaPC

Como se verd, la forma de calcular estimaciones de intervalo puede aplicarse a muestras
apareadas, cuyas variables tienen una influencia entre si o a muestras que no tienen relacién
alguna. Es decir, son independientes.

En este primer ejemplo se supondrd que si existe una relaciéon de forma alguna en los resultados

observados. éCudl es la justificacion? Simplemente que las calificaciones las estd dando el mismo
individuo. En breve veremos un caso donde se tienen dos calificaciones de dos individuos del
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mismo grupo que constituye una diferencia entre muestras independientes y retomaremos, para
ese caso, a la comerciante de aguacates en Chicago y el comerciante de Morelia. Regresemos a
nuestro ejemplo.

Vea usted la tabla del muestreo de la pdgina anterior. Lo primero que se hizo fue calcular la
diferencia promedio muestral ¢Qué es esto? si aplica a los datos de cada computadora la

diferencia (D,) con la férmula 14 previamente vista, usted obtendra 20 diferencias que puede

tratar como si fueran simples observaciones ( x; ).

Para calcular la media de diferencias y la desviacién estdndar muestral de estas aplicado a
muestras apareadas, simplemente se siguen las siguientes férmulas:

Férmula 15 Cdlculo de la media muestral de diferencias entre dos muestras apareadas o

relacionadas:
2Dl

n

Formula 16 Calculo de la desviacion estandar muestral de las diferencias entre dos muestras
apareadas o relacionadas:

Como aprecia, simplemente se generan las dos medidas estadisticas de interés (media muestral y

error estandar) y se procede a realizar la estimacién de intervalo de D, de la siguiente forma:

Férmula 18 Calculo de las estimaciones de intervalo para diferencias entre muestras grandes
(n<30):

int. superior =D+ (Z, xo ;)
Estimacion puntuaI:B

int. inferior= D —(Z, x o)

Derechos de autor: Dr. Oscar Valdemar De la Torre Torres. (Registro en tramite)




Inferencial paramétrica, no paramétrica y multivariante

Pagina: 83

¢Cual seria el criterio para que el Sr. Jobs demostrara la preferencia que tiene su computadora
respecto a la competencia? Simplemente que la diferencia de calificaciones entre la Mac y la PC

fuera superior.

Arquitectos ingenieros, matematicos, fisicos,
investigadores y profesionistas que ocupen
procesamiento de cdlculo

Observacién|PC Macbook Macbook-PC
1 8.3| 4.38788967|-3.91211033

2 0.5| 4.92209773| 4.42209773

3 4.3| 9.67313362| 5.37313362

4 1.4] 2.30747633| 0.90747633

5 5.1| 2.48006728|-2.61993272

6 5.6 10 4.4

7 3.4 10 6.6

8 6.7| 5.23247557|-1.46752443

9 1.1| 8.47871744| 7.37871744
10 2.8| 6.07953997| 3.27953997
11 2.8] 8.22183159| 5.42183159
12 3 10 7
13 2.4 10 7.6
14 3.7 10 6.3
15 2.9 10 7.1
16 4.7 10 5.3
17 8.5| 5.08368353|-3.41631647
18 8.2 10 1.8
19 7.2] 9.12360095| 1.92360095
20 9.6| 4.91739203| -4.68260797
Diferencia media (D) 2.93539529
Error estandar de la diferencia (0 3) 0.92373069

Proporcién respecto al total de datos

25%

Amas de casa, estudiantes y gente mayor

Observacién|PC Macbook Macbook-PC
1 5.5| 7.04566704| 1.54566704

2 3.5| 3.78663203| 0.28663203

3 5.2 8.50010688| 3.30010688

4 1.2] 1.61805527| 0.41805527

5 9.9] 9.79880549| -0.10119451

6 7.1] 4.30906344]| -2.79093656

7 9] 16.1562832| 7.15628317

8 4.6] 4.60385059| 0.00385059

9 5] 6.80478736| 1.80478736
10 3.8] 4.91203839| 1.11203839
11 7.9] 1.19808511| -6.70191489
12 4.9| 7.85772766| 2.95772766
13 1.7| 3.25415281| 1.55415281
14 2.8] 0.88413087]-1.91586913
15 0.7] 0.20733566| -0.49266434
16 8.1| 14.7641442| 6.66414421
17 3.1] 4.88957935| 1.78957935
18 4.4] 1.21353582]| -3.18646418
19 6.7] 5.20629118]| -1.49370882
20 5.7] 9.44867827| 3.74867827
Diferencia media (D) 0.78294753
Error estandar de la diferencia (o ) 0.72334319

Proporcién respecto al total de datos

25%

Estadisticas de toda la muestra:

Disefiadores graficos, artistas de medios, musicos y
gente que ocupe procesamiento grafico.

Observaciéon|PC Macbook Macbook-PC
1 7.1] 12.5621048| 5.46210477

2 0.4| 0.32056992]| -0.07943008

3 4.6| 7.11687863| 2.51687863

4 6.1] 7.66900193| 1.56900193

5 6.6] 11.6677116| 5.06771158

6 5| 4.98404484| -0.01595516

7 2.8| 3.36454431| 0.56454431

8 9.9| 13.0430403| 3.14304035

9 6.9] 12.9501221| 6.05012214
10 3.6]| 6.11445288| 2.51445288
11 6.6] 11.6726286| 5.07262863
12 1.6 1.97519172| 0.37519172
13 5.9| 4.20549523] -1.69450477
14 0.4] 0.0696755| -0.3303245
15 2.7| 4.31664637| 1.61664637
16 6.3 10.556557| 4.25655698
17 5.3] 4.90381497| -0.39618503
18 1.6| 1.16549764| -0.43450236
19 6.6] 10.9010258| 4.30102575
20 8.3| 3.45679279| -4.84320721
Diferencia media (D) 1.73578985
Error estandar de la diferencia (0 3) 0.62632949

Proporcidn respecto al total de datos

25%

Contadores, abogados, economistas, fi
otros profesionistas

nancieros y

Observacion|PC Macbook Macbook-PC
1 8.6] 14.1055919| 5.50559194

2 4.9| 4.43132116| -0.46867884

3 8.1| 14.4405188| 6.34051884

4 7] 8.58863868| 1.58863868

5 0.4| 0.5222463| 0.1222463

6 3.7| 0.20552333] -3.49447667

7 6.4] 12.1265764| 5.72657641

8 7.1 1.7105593| -5.3894407

9 1| 1.7270246| 0.7270246
10 5.4] 4.00333502| -1.39666498
11 0.8| 1.53742399| 0.73742399
12 6.5| 7.46199589| 0.96199589
13 9.2| 7.83612541| -1.36387459
14 3| 5.19618253| 2.19618253
15 1.3| 1.04122643(-0.25877357
16 4.4| 7.87412544| 3.47412544
17 7.1] 14.0571228 6.9571228
18 2.8| 5.50171221| 2.70171221
19 4.2| 6.03230968| 1.83230968
20 5.8] 4.63536319| -1.16463681
Diferencia media (E) 1.26674616
Error estandar de la diferencia (o ) 0.72259254

Proporcidén respecto al total de datos

25%

Diferencia media del total de la muestra(D)

1.68021971

Error estandar de la diferencia del total de la muestra (0 ;)

0.74899898

Tabla 12 Resultados de un ejemplo de muestreo por racimo que pudo aplicar Apple para determinar la superioridad
de su computadora respecto a la de la competencia.
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Recuerde usted que se esta trabajando con muestras generadas por racimo. Entonces debe usted
calcular primero la media de las diferencias en cada estrato (D) y el error estandar (o). Debajo

de la tabla de las muestras de los 4 estratos se ponen dichos valores. Lo que procede, al igual que
el muestreo estratificado, es a ponderar el peso que dichas estadisticas tienen en cada estrato.
Como las muestras son iguales, se les da una ponderacion de %=25%. Por tanto, la media y el error
estdndar de la diferencia de toda la muestra tomada se calcula como:

5 = (ZS%X BEstratol) + (25%X BEstmtol) + (25% X BEstraml ) + (25% X l_)Evtratol)
D= (25%x 2.9353) + (25%x 1.7357) + (25%x 0.7829) + (25%x1.2667)

D=1.6802
65 = (25% x O-B, Estraml) + (ZS%X O-B, EstratoZ) + (25% X GB, ES[ratoS) + (ZS%X GB, Estrato4)
o = (25%x0.9237) + (25%x 0.6263) + (25%x 0.7233) + (25%x 0.7225)
o =0.7489

Suponga ahora que el Sr. Jobs quiere hacer ahora estimaciones de los datos y hacer una campana
publicitaria para afirmar que su computadora es mds preferida que la de la competencia. Para
poder hacerla, debe hacer las estimaciones tanto puntual como de intervalo y, para ello, decidié
gue se utilizara un nivel de confianza de 95%.

Dado este nivel de confianza, se observa, como en la ilustracién 2, que el valor Z que corresponde
a dicha probabilidad o confianza es de z, =1.6449. Por tanto, las estimaciones del Sr. Jobs

guedarian como sigue:

int. superior =1.6802+ (1.6449x 0.7489) = 2.9122
Estimaci6n puntua=1.6802
int. inferior =1.6802 — (1.6449x 0.7489) = 0.4482

Estimacién de intervalo (muestra grande)
Intervalo de confianza 95%
ValorZ 1.6449
Intervalo superior (muestra grande) 2.9122
Estimacion puntual 1.6802
Intervalo inferior (muestra grande) 0.4482

Tabla 13 Estimaciones de intervalo de la diferencia de calificacion entre la Mac y la PC realizadas por el Sr. Jobs al
aplicar las formas de hacer estimaciones puntuales y de intervalo con la férmula 18.
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Con estas estimaciones, el Sr. Jobs podria hacer la siguiente afirmacién: “La calificacion de
preferencia una Mac respecto a una PC serd superior en el mercado en 1.6802 puntos y esta
puede fluctuar como mdximo y minimo, con un nivel de confianza de 95%, entre 2.9122 y
0.4482”. Por tanto, partiendo del criterio de que la superioridad de la Mac se da por un valor
positivo de la diferencia de calificaciones recibidas entre esta y la competencia, se puede observar
gue incluso en el escenario mas pesimista, dado con el intervalo inferior, la diferencia de las
preferencias del consumidor estd a favor de la computadora de Apple.

Con este ejemplo del Sr. Jobs se puede apreciar que la estimacion de intervalo de una sola
muestra tiene la misma validez que la de la comparacién entre dos muestras diferentes o de la
diferencia de muestras.

Ahora, con lo que se ha trabajado en el ejemplo del Sr. Jobs es con una muestra que se considera
grande. Por tanto, se aplica una estimacion de intervalo con valores Z que ayudaran a determinar
el grado de confianza suponiendo que los valores de dicha muestra se distribuyen normalmente.
Sin embargo ¢qué hubiera pasado si la muestra con que se trabaja fuese pequefia?

3.3.1.2 Estimacion de intervalo para muestras apareadas pequeiias

Como se vio previamente para trabajar con estimaciones de muestra pequefias, las formulas de
calculo del limite superior e inferior de la estimacidn de intervalo siguen siendo los mismos. Lo

dnico que cambiaba en la formula es el valor Z, por el valor ¢, en la formula 18:

Férmula 19 Cdlculo de las estimaciones de intervalo para diferencias entre muestras pequefias
(n<30):

int. superior = D +(t,x o)
Estimacion puntuaI:B

int. inferior = D — (t;xo.)

Para simplificar el ejemplo del Sr. Jobs, supongamos que los datos de la tabla 12, no son muestra
grande sino pequeiia y, para esto suponga que los valores de D yo de dicha tabla son de una

muestra de solo 26 observaciones. Por tanto, si el nUmero de observaciones es de 26, los grados
de libertad son v = 25. Por tanto, al buscar en la tabla t para un nivel de significancia de 5% (el
inverso de un nivel de confianza de 95%) con 25 grados de libertad, se llega a un valor ¢, = 2.0595

. Esto es:
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Grados de

libertad/probabilidad

critica 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
21 2.831360 2.517648 2.327792 2.189427 2.079614
22 2.818756 2.508325 2.320160 2.182893 2.073873
23 2.807336 2.499867 2.313231 2.176958 2.068658
24 2.796939 2492159 2.306913 2.171545 2.063899
25 2.787436 2.485107 2.301130 2.166587 2.059539
26 2.778715 2.478630 2.295815 2.162029 2.055529
27 2.770683 2.472660 2.290914 2.157825 2.051830
28 2.763262 2467140 2.286380 2.153935 2.048407
29 2.756386 2462021 2.282175 2.150325 2.045230
30 2.749996 2457262 2.278262 2.146966 2.042272

Distribucién normal 2.326348 2.053749 1.880794 1.750686 1.644854

Por tanto, ahora la estimacion de intervalo, con los valores de D vy 0 queyase tienen se puede

hacer como sigue:

int. superior = D + (1, x o) =1.6802 +(2.0595 x0.7489) =3.2228

Estimacion puntual=1.6802
int. inferior =1.6802 —(2.0595 x0.7489) =0.1376

Estimacién de intervalo (suponiendo que es muestra pequeia)
Intervalo de confianza 5%

Valort 2.0595
Intervalo superior (muestra grande) 3.2228
Estimacién puntual 1.6802
Intervalo inferior (muestra grande) 0.1376

Tabla 14 Estimaciones de intervalo de la diferencia de calificacidon entre la Mac y la PC realizadas por el Sr. Jobs al
aplicar las formas de hacer estimaciones puntuales y de intervalo con la formula 19 (suponiendo que la muestra es
pequeiia. O sea de n<30).

Hasta ahora se han hecho estimaciones de intervalo de diferencias entre muestras apareadas
grandes y pequefias que se suponen tienen algln grado de dependencia. Sin embargo, en algunas
ocasiones, esto no siempre es asi. Ahora veamos el caso de estimaciones de intervalo de
diferencias cuando las muestras son independientes.

3.3.2 Estimaciones de intervalo para muestras ind ependientes.

Para poder calcular las estimaciones de intervalo de diferencias de muestras independientes, lo
Unico que debe cambiar es la forma de calcular tanto la media de las diferencias como el error
estandar de las mismas. Esto es:

Férmula 20 Calculo de la media de la diferencia para muestras independientes:

D =xa—xb
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n,

2 2
Sa Sb 2 ij ~
O =, + 8 = (Para muestras pequeiias n<30)
n, n n-1

Es decir, para calcular la media de las diferencias (D) en el caso de muestras independientes no

se tiene que seguir un primer paso de calcular una diferencia de observaciones y luego calcularle
la media a dichas diferencias. Lo que se hace es calcular la media de las observaciones de cada
muestra y luego restarlas como en la formula 20.

Para el caso del error estandar (05 ), simplemente se dividen las varianzas de muestras grandes o

pequefias, segln sea el caso, entre la raiz del nimero de observaciones, se suma ese resultado en
cada caso y luego se saca la raiz cuadrada como en la formula 21.

Con estos valores, los célculos de estimacion puntual, limite superior y limite inferior, siguen
siendo los mismos que los de la férmula 18 para muestras grandes (n=30) como pequefias (n<30):

Para muestras grandes:

int. superior =D+ (Z, X05)
Estimacion puntuaI:B
int. inferior = D—(Z,x 0-)

Para muestras pequefias:

int. superior = D +(¢,x o)
Estimacion puntual=D

int. inferior= D — (t,xo-)
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El comerciante de Morelia La comerciante de Chicago
Aguacate Peso (g) Aguacate Peso (g) Aguacate |Peso (g) Aguacate Peso (g)
1 170.89 7 127 1| 261.9059912 7| 78.7437381
2 185.97 8 116.8 2| 345.7353594 8] 135.551006
3 190.74 9 99.5 3| 221.8713694 9 59.5118592
4 229.14 10 107.59 4] 9.731710016 10 121.142403
5 145.3 11 112.34 5| 154.3676559 11 132.966079
6 98 12 108.7654 6| 122.0928027 12| 83.2955785
Media muestral 141.00295 Media muestral 143.9096294
Desviacion estandar (s) 43.17671219 Desviacion estandar (s) 92.96894523
Error estandar 12.4640432 Error estandar 26.83782278
Diferencia media de las dos muestras ( B) 2.90667936 Intervalo de confianza 95%
Error esandar de las dos muestras (0'3) 15.8987434 Grados de libertad 11
ValorZ 1.64485363
Nivel de significancia 5%
Valort 2.20098516
Estimaciones suponiendo muestra grande Estimaciones como la muestra pequeiia que es
Tipo de estimacién Formula Estimacion Tipo de estimacién |Férmula Estimacion
B-l— 7 XO— D+(t.xo~
Intervalo superior ( ! D) 29.057785 Intervalo superior (6 05) 37.8995775
Estimacion puntual | P 2.90667936 Estimacion puntual | P 2.90667936
intervaloinferior |2 %% | 13 040063 Intervalo inferior |2 =4 %) | 35 086219

Tabla 15 Ejemplo aplicado a los dos comerciantes de aguacate: La empresaria de Chicago y el de Morelia. Quieren
demostrar, con un 95% de confianza, que el inventario de la empresaria de Chicago es mayor en calidad que el de
Morelia.

Para ilustrar con un ejemplo, salgamos del ejemplo del Sr. Jobs (porque hemos dicho que sus
muestras no son independientes) y ahora pasemos de nuevo con el ejemplo de los dos
comerciantes de aguacate: La empresaria de Chicago y el de Morelia. Este ejemplo se presenta en
la tabla 15 de la pagina anterior.

Suponga usted que ambos tomaron una muestra de 12 aguacates (son muestras pequefias ya que
n<30), quieren hacer estimaciones de intervalo con 95% de confianza y la comerciante de Chicago
quiere saber si su inventario tendra una mayor calidad (mayor peso promedio) que la de su
homdnimo de Morelia.

Si observa en la tabla 15, las medias de diferencias (5) y el error estandar de las mismas

(calculada como s2, se divide entre n-1 y no entre n, con la férmula 16 al ser una muestra
pequefia n<30). Estos valores estan sombreados. Ahora, También se calculd la diferencia media y
el error estandar de las dos muestras independientes como en las férmulas 20 y 21. Estos valores
también se sombrearon.
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Con estos valores, los grados de libertad de las muestras (recuerde que se calculan como
v=n-1=12-1 (paraeste gemplo) y la probabilidad o nivel de confianza de 95% (que lleva a

una significancia de 5% para el valor t), se llegan a los valores Z y ¢ vy a las estimaciones tanto

puntuales como de intervalo de las diferencias observadas en cada muestra.

Para el primer caso, en donde se supone que esta muestra es grande (n=30) ya que las muestras
son de n=12, se tiene, como estimacién puntual, que el inventario que seguird recibiendo la
empresaria de Chicago sera superior en calidad que el de Morelia al tener, en promedio 2.0966 g
de mas en los aguacates que recibe de su proveedor (que es el mismo que el de Morelia). A su vez,
la empresaria observa que, con un 95% de confianza, el inventario de aguacates que reciba en el
futuro podra variar en calidad entre -23.2424 g (menor calidad que el de Morelia) y 29.0577 g.

Para el segundo caso, dado que en realidad la muestra con que se trabaja es de n=12<30, se
observa que la calidad promedio o estimacién puntual del inventario futuro de la empresaria de
Chicago sera mayor que el del moreliano. Sin embargo, con un 95% de confianza su estimacién
podria variar en un rango de -32.0862 g a 37.8995 g de diferencia en la calidad de sus frutas.

Con este ejemplo, se ilustra cdmo se hacen estimaciones puntuales y de intervalo para diferencias
de muestras cuyos valores son independientes, ya sea pequefias o grandes.

Con esto se cierra el tema de la Teoria del Muestreo. Antes de proceder a un tema muy
importante y sencillo (una vez que se domina esto) es necesario responder dos preguntas que
guedaron sueltas:

1. Se hadicho que las estimaciones de intervalo tienen un grado de confianza de X%. écomo
se determina el mismo? Ya que, si incrementamos el grado de confianza o lo reducimos,
podemos manipular las cifras de nuestras estimaciones.

2. Se ha hablado de muestras grandes y muestras pequeiias y se sugiere que el tamafio
apropiado es que n=30 para que los datos se acepte el supuesto de que los datos
distribuyan normalmente. ¢Hay otra forma de determinar el tamafio éptimo de la
muestra?

3. Hasta ahora se estd trabajando con muestras “bien portadas”. Es decir que no se da la
presencia de lo que se conoce como datos atipicos. Estos ¢qué son? Datos cuyo valor se
sale notablemente del resto. Por ejemplo, un aguacate de medio kilo en el ejemplo de los
aguacateros.

3.4 ;Como determinar el intervalo de confianza?

Existen muchas técnicas que nos ayudan a calibrar estadisticamente el nivel de confianza que se
imprimird a las estimaciones de intervalo. Sin embargo, estas salen de la éptica y grado de
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exigencia del curso ya que en el mismo se le ensefiard a dominar las principales técnicas
estadisticas de utilidad para su vida profesional. Si usted desea profundizar en esto, puede cursar
una maestria en administracién o una en finanzas que logre ese grado de profundizacidn o puede
consultar fuentes mas avanzadas en Econometria o andlisis de datos multivariante.

Para usted, sea suficiente saber que un nivel de confianza de 90% o mayor es mas que suficiente y
que no debe de bajar de dicho valor para poder generar buenas estimaciones.

3.5 ;CoOmo determinar el tamafio de muestra cuando se busca
incrementar la precision del intervalo de confianza?

Ya para finalizar el tema de la Teoria del muestreo es necesario completar un poco mds una
pregunta que se planted previamente ¢Qué tan grande debe ser la muestra para tener un estudio
estadistico adecuado? Esta pregunta se respondid en una primera instancia con el Teorema del
limite central que sugiere que la muestra sea mayor o igual a 30 observaciones para poder
suponer que los datos se distribuyen normalmente. Sin embargo, el mismo se aplica cuando la
poblacién de datos del fendmeno en estudio es muy grande y, por ende, se desconoce el
verdadero valor de la desviacidn estandar poblacional (o).

Puede darse el caso de que usted si conozca la desviacién estandar de la poblacién y es entonces
cuando usted puede determinar el tamafio de la muestra que debe utilizar para poder ser mas
preciso en sus estimaciones puntuales de intervalo. Es decir lograr que su media muestral y error
estdndar se aproximen a los mismos parametros calculados en la poblacidn.

Cuando se logra que la media muestral sea igual o muy proxima a la de la poblacién, se dice que
la muestra es insesgada. Cuando la media muestral es mayor que la poblacional, se dice que

tiene sesgo positivo y, cuando sucede lo contrario, tienen sesgo negativo.

Cuando se logra que el error estandar sea igual o aproximado a la desviacidn estandar de la
poblacion, se dice que la muestra es eficiente.

Como se ha visto al inicio del tema de la Teoria del muestreo, se busca hacer estimaciones precisas
y, para esto, se tiene el siguiente comportamiento. Recuerde usted la grafica 21:
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Distribucion de probabilidad de poblaciéon y distribuciones de cada muestra

Proballicad

160 180 200 220
Peso de cada aguacate en la poblacion o muestra

Recuerde también cémo, conforme el tamafio de la muestra se incrementaba (el nimero de
observaciones era mayor), tanto la media muestral como el error estandar de la muestra se
aproximan al de la poblacién y la precision de la estimacién de intervalo podria incrementarse
(ausencia de sesgo vy eficiencia), al reducirse la fluctuaciéon de la media muestral alrededor de la

X

. . . , (9] .
media poblacional y al tener mas datos que hacian que o- = T =~ o al ser n cada vez mas grande
n

y, dada la divisidn, aproximar el valor de o alde o .

Por tanto, si no quiere utilizar el Teorema del limite central, conoce ahora el valor de la desviacién
estandar poblacional y desea ahorrar costos para no hacer muestras demasiado grandes, podria
preguntarse équé tan grande debe ser la muestra para aumentar la precision de la estimacién de
intervalo dado un intervalo de confianza si ya conozco la desviacion estandar poblacional?

Para poder responder esto, primero piense ¢Qué tipo de casos pueden ser aquellos en donde si
conozca la desviacién estandar poblacional y en los que me obligue a hacer muestras?

Para ilustrar un caso similar, regresemos con los comerciantes de aguacates. Hablemos de nuevo
de la empresaria de Chicago. Suponga que existen estadisticas dadas por APEAM (Asociacién de
Productores y Empacadores de Aguacate de Michoacan) en las que determinan, el peso promedio
y la desviacién estandar de los pesos de las frutas producidas durante muchos afios. Dada la
naturaleza de los datos, podriamos decir, para fines de nuestro ejemplo, que todos los datos
procesados son de una poblacién. Esta poblacidn tiene una desviacién estandar de o =250.15¢ .

¢Como determinard la comerciante de Chicago el tamafio de muestra éptimo? Si ella tiene una
muestra de 12 aguacates, con una media muestral de 141.0029 g y un error estandar de 12.4640
g, éste tendria una estimacion de intervalo de 168.4361 g y 113.5697 g. Ese intervalo tiene un
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rango de 54.8663 gy, tal vez, usted lo considere demasiado grande. Quiza usted quiera saber: con
el mismo 95% de confianza, ¢Qué tan grande debe hacerse la muestra para que la fluctuacién de

la estimacion de intervalo sea de +100g respecto a la media muestral (;) con un 95% de

confianza?

Para llegar a la féormula que nos ayudara a responder esto, haremos uso de conocimientos de
algebra muy elementales que usted ya domina porque es el algebra que se le ensefié en la

secundaria. De entrada, recordemos la férmula para calcular el intervalo superior con muestras

grandes (es decir cuando se acepta el supuesto de normalidad):

;+(Zix0;)

Dado que se busca que el intervalo fluctie solo +10g respecto a la media muestral, se puede

tener la siguiente definicion:

;+(Z[ xo;):;—i-lOg
O sea:
Z, xo-=10g

Ahora se recuerda la formula 8 para calcular el error estandar:

o
o-=—"F
Y oAn
Esta se sustituye en la ecuacion anterior y nos da:

(o)

Jn

Zxo.=17x =10g

Entonces ahora se despeja la n écémo? Observe:

Jn

Z. xo =10g><\/;

Zixe _ -

10g

Z x—==10g

2
Z. xo

10g

n=
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Si definimos el grado de fluctuacién o error tolerable como ¢ =10g, se llega entonces a la

siguiente formula para determinar el tamaifo éptimo de la muestra cuando se conoce la
desviacion estandar de la poblacion vy se busca dar un intervalo de confianza de x% (ejemplo 95%).

Férmula 22 Determinacion del tamafo de muestra éptimo cuando se conoce la desviacion
estandar poblacional:

2
([ Z,xo

e

Siguiendo el ejemplo de la comerciante de aguacates de Chicago, si ella busca una precisidon de 10
g con un intervalo de confianza de 95%, se tiene el siguiente tamafio de muestra dptimo:

2
. 1.6445x100.15¢ 2713666
10g

Es decir, que si quiere, con un 95% de confianza hacer estimaciones cuya precision de estimacién
de intervalo solo se aleje +100 g de la puntual., debe tener una muestra de 271 aguacates. Es
decir, si quiere que su muestra sea confiable, esta debe cumplir que su media muestral sea
cercana a la poblacional (no esté sesgada) y que el error estandar sea muy aproximado o igual a la
desviacidn estandar de la poblacion (sea eficiente). Si se permite una lejania de +100 g de la
media poblacional, se debe incrementar la precision de la muestra al incrementar el nimero de
datos. Y la cantidad apropiada de aguacates dentro de la muestra, deberd ser de 271.

Con esto, se da fin al tema de la Teoria del muestreo. El siguiente tema estd muy relacionado y es

consecuencia del presente. Como vera, una vez que domina la Teoria del muestreo, la
comprobacién de hipdtesis es natural de estudiar y comprender.
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4 Prueba de hipodtesis: La técnica clasica

Hasta ahora se ha visto una de las aplicaciones de la Estadistica inferencial que es la estimacién de
valores futuros dados los datos muestrales con que se cuenta. Ahora se revisara una de las
técnicas mds utiles y necesarias de la misma, la cual no serda excepcién en aplicaicones de su
empresa y futuras materias de su carrera como pueden ser Produccién, Administraciéon de la
calidad o Finanzas. Esta técnica de la que se habla es: la prueba de hipdtesis.

En el subtema 2.7 se habld de un proceso de 5 pasos que se debe seguir en el proceso de toma de
decisiones utilizando la Estadistica y que es el mismo que deberd usted aplicar en su vida
cotidiana:

1. Definir el objetivo: Definir el objetivo de la decision que se va a hacer. Por ejemplo,
determinar si la calidad del inventario es buena o no, si el nimero de piezas
desperdiciadas es mayor a cierta cantidad, si el nimero de trimestres con pérdida es
mayor a cierto objetivo o si el nimero de conexiones fallidas en un sistema de cdmputo es
mayor a determinada cantidad objetivo que se define en los estdndares de calidad de la
empresa de comunicaciones. Estos ejemplos se dan por citar algunos casos de lo que
podria presentdrsele en su vida cotidiana.

2. Definir lo que se medira: Aqui usted definird cual serd la variable que delimitara la toma
de sus decisiones. Por ejemplo “La cantidad de desperdicio” o el nimero de trimestres con
pérdidas”.

3. Definir el tamafio de muestra: Esto es de vital importancia y se ha revisado en temas
anteriores. Si usted no conoce el verdadero tamafio de la poblacién ni sus pardmetros
como son la media y la desviacion estdndar, entonces apelara al teorema del limite
central. Si se encuentra al caso contrario, usted empleara la férmula 22 si y solo si se le
proporciona algun valor que corresponda a la desviacién estandar de dicha poblacién.

4. Analizar los datos: Aqui se pueden utilizar varias técnicas de andlisis. De entrada pueden
ser las técnicas de estimacion (puntual y de intervalo) y la comprobacion de hipétesis.

5. Conclusion y toma de decisiones: Para fines del tema que interesa, una vez que se aplica
la comprobacion de hipdtesis, se tiene una conclusion de la que se toma una decisién en la
empresa.

Las pruebas de hipdtesis, al igual que las estimaciones (las cuales son la base de la prueba de
hipétesis) se pueden hacer para muestras simples o para comparar muestras (diferencias de
muestras). En un primer subtema iniciaremos con la prueba de hipdtesis para muestras simples o
una sola muestra.
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4.1 Comprobacion de hipodtesis de una sola muestra.

Para exponer el concepto de la prueba de hipétesis se deben recordar tanto la forma de hacer
estimaciones como el cdlculo de probabilidades empleando valores Z o valores t. Para iniciar con la
exposicion de la idea recordemos al ejemplo de los comerciantes de aguacate. En concreto,
centremos la atencion de la empresaria de Chicago. Suponga usted que ella busca definir que la
calidad de su inventario (recordemos que este concepto estd medido a través del peso de cada
fruta) debe ser mayor a 3.8 onzas (0z.) para decir que tiene buena calidad. Suponga que la
empresaria toma una muestra de 30 aguacates de su inventario total de 5,000 y la experiencia de
inventarios previos le dice que la desviacion estdndar en el peso de los aguacates es de 1.1 Oz. Es
decir, aqui no se tiene medida la desviacion estandar de una poblacion pero se supone gue ésta

desviacidn estandar, que se logra con la experiencia de inventarios previos, es una aproximacién
adecuada®.

Para poder responder esta pregunta de si el inventario cubre los estandares de calidad de la
empresa, la comerciante de Chicago tuvo que hacer los tres primeros pasos del proceso de toma
de decisiones con la Estadistica:

1. Definir el objetivo: Determinar si el estdndar de calidad minimo requerido se cumple en el
inventario.

2. Definir lo que se medird: Definir “calidad” como sinénimo de peso de la fruta: Mas
peso=mas calidad.

3. Definir el tamaiio de muestra: En base al Teorema del limite central previamente visto, la
empresaria decide hacer una muestra de 30 piezas.

El cuarto paso corresponderia al analisis de datos y es en ese punto donde se realiza la
comprobacién de hipdtesis. En términos generales, lo que se busca hacer en una comprobacion de
hipodtesis con la técnica clasica es determinar que, dada la muestra de datos que se tiene, la media
de la misma es igual, mas grande o mas pequefa que la media de la poblacién o media objetivo.

Definicion de prueba de hipdtesis: Método para evaluar creencias o afirmaciones sobre la
realidad en base en la evidencia estadistica, de tal forma que se determine la validez de dichas
creencias o afirmaciones.

Para poder comprobar la hipdtesis es necesario establecer que, en el caso de la técnica clésica, lo
gue se busca demostrar es que la media de la muestra empleada es parecida, inferior o superior a
una media poblacional o a una aproximacion de la misma dada a través de una media hipotética u
objetivo.

13 . . ~ .z . . . .z

En ocasiones no se tienen los datos exactos de tamaiio de poblacidn, media poblacional o desviacién
estandar poblacional. Sin embargo, suponer los valores de estas medidas con los observados en experiencias
previas puede ser valido y de mucha utilidad en la practica cotidiana.
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En este punto se hace menciéon de un primer concepto a resaltar consistente en la media
hipotética de la poblacion ( 1, ), que no es mas que definir “un nivel de media objetivo” si se

desconoce el de la poblacion.

El objetivo que se busca lograr con la prueba de hipdtesis es determinar una de las siguientes
posibilidades de hipdtesis:

Regla de aceptacion con escala Regla de aceptacidn con escala Regla de aceptacion con escala
IID_|Objetivo Tipo de prueba |original (muestra pequefia o grande) |estandarizada (muestra grande estandarizada (muestra pequefia

Determinar si la media de la muestra que se -

X _ uestraq Hy:—IC <X <IC Hy:-ZC<Z-<ZC Ho:~1C< 1y <tC
1)tiene es igual a la de su poblacién Dos colas X

Determinar si la media de la muestra que se - v . .

5 ° ) H:X<-ICoIC<X H,:Z-<-ZC0ZC<Z- H,:t-<—+C otC<t+
2|tiene es diferente a la de su poblacidn Dos colas 0 0Ty X oy v

Determinar si la media de la muestra es H,:IC< X H,: ZC< Z; Hy tC< t=
3|superior ala de su poblacién Colainferior

Petermlnar si lamedia dglla muestra es ) Hy: X <—IC H,: 7z < -ZC Ho:t5 <—tC
4linferior alade su poblacién Cola superior

Tabla 16 Reglas de decisidn para las pruebas de hipétesis de una sola muestra.

Este tipo de hipdtesis y el tipo de prueba (cola inferior, cola superior o dos colas) se veran a detalle
en breve. Lo que desea resaltar es que, en la técnica estadistica que interesa, se busca determinar
si la media de una muestra es igual, superior o inferior a un estandar tedrico.

También se revisara a mayor detalle el tipo de escala a utilizar (original o estandarizada) y se
estudiardn, con ejemplos, las diferentes reglas de seleccion.

Como se ha visto, la comprobacién de hipdtesis es un procedimiento estadistico, comprendido en
el cuarto paso del proceso de toma de decisiones, el cual, a su vez, realiza los siguientes pasos:

El proceso de comprobacion de hipétesis:

1. Definir una hipétesis nula a demostrar: Se plantea el enunciado (hipdtesis) a demostrar y se
plantean la hipdtesis nula (H, )y la alternativa (H ).

2. Se determina, dada la hipétesis, si es prueba dos colas, cola superior y cola inferior.

3. Se define el grado de significancia: Este es el contrario al intervalo de confianza. Es decir, si se
tiene 5% de significancia, se tiene 95% de confianza. Aqui se calculan los valores Z o t con las
expresiones de las formulas 24 y 25.

4. Se define si se trabaja con la escala original o con una estandarizada.

5. Se define la regla de aceptacidn.

6. Se comparan los valores criticos fijados con los estadisticos (valor Z o media muestral) y se
determina si se acepta la hipétesis nula ( /) o se abre paso a la alternativa ( /).
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Férmula 24: Calculo del valor Z para una prueba de hipdtesis con la técnica clasica:

:X_'uHO
o

Z

Férmula 25: Calculo del valor t para una prueba de hipétesis con la técnica clasica:

:X_/-‘Ho
(o2

t

Para poder ejemplificar lo expuesto y dar concrecidon a la forma de realizar una prueba de
hipétesis con la técnica clasica, se hacen una serie de ejemplos para que usted asimile el
significado de cada paso.

4.1.1 Ejemplos de los diferentes tipos de prueba de hipdtesis con técnica clasica
aplicados a una muestra simple.

4.1.1.1 Pruebas de hipétesis para demostrar igualdad de la media muestral con una
media poblacional conocida o hipotética.

En un primer acercamiento se demostrara la igualdad que tiene la muestra respecto a la media
objetivo o poblacional segin sea el caso. Se tomara como caso de estudio el inventario de la
comerciante de Chicago y se hardn ligeros cambios a los estadisticos y parametros para ilustrar
mejor el empleo de la prueba de hipétesis en diferentes circunstancias.

4.1.1.1.1 Prueba de hipdtesis para demostracion de igualdad empleando muestras grandes.

De entrada, la comerciante de Chicago tiene el siguiente inventario, al cual se le establecen la

media hipotética de p,, =3.80z. y una desviacion estandar poblacional, determinada con la

experiencia previa de la empresaria, de o =1.10z.
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La comerciante de Chicago (muestra grande) Parametros
Aguacate  [Peso (g) Aguacate Peso (g) poblacionales
1| 9.24156638 16| 6.889437022 Hyo 3.8
2| 12.199554 17| 2.805266224 o 1.1
3| 7.82891212 18| 1.263366478
4] 0.34339132 19] 0.321894217
5| 5.44698856 20| 0.689824563
6| 4.30814406 21| 5.14666579
7| 2.77853698 221 0.934611953
8| 4.78302773 23| 6.680220548
9| 2.09992446 24| 3.119794535
10[ 4.27460843 25| 3.4652034
11| 4.69181648 26| 3.796020078
12| 2.93915238 271 5.120936133
13| 5.27263691 28| 8.525283542
14| 8.44771181 29| 11.79793331
15[ 2.32162703 30/ 4.563482046
Media muestral v |  4.736584616
Desviacién estdndar 3.12868851
Error estandar (s 0.903174577

El objetivo de la empresaria para este primer caso es determinar que un embarque de 5,000

piezas de aguacate que le acaba de llegar se ajusta a su estandar de calidad de 3.8 onzas que es el

valor que define a la media poblacional hipotética ( 1, ). Para ello tomé 30 piezas de dicho

embarque y siguid los siguientes pasos para demostrar que la calidad del mismo se ajusta al

objetivo planteado. Esto lo hizo siguiendo los pasos que se presentan:

1. Definir una hipdtesis nula a demostrar: La hipdtesis a demostrar seria: “El embarque de

aguacates recibido tiene una calidad (peso) igual a 3.8 Oz”. Esto se representa con la siguiente

hipétesis nula a demostrar y su alternativa:

H,: X=38
H,: X +38

2. Se determina, dada la hipétesis, si es prueba de dos colas, cola superior y cola inferior: Aqui
es importante observar, siguiendo las recomendaciones de la tabla 16, que se utiliza una

prueba de hipdtesis de dos colas establecida con la hipdtesis sefialada con ID 1, ya que se

busca demostrar una igualdad:

o

Objetivo

Tipo de prueba

Regla de aceptacion con escala Regla de aceptacion con escala
original (muestra pequefia o grande) [estandarizada (muestra grande)

Regla de aceptacion con escala
estandarizada (muestra pequefia)

Determinar si la media de la muestra que se
1|tiene es igual a la de su poblacién

Dos colas

Hy:~IC <X <IC Hy:~ZC<Zy <ZC

Hy:-tC< ty <tC

3. Se determina la funcién de probabilidad a utilizar: En este caso, al ser muestra grande, se

emplea la gaussiana (normal estandar) y, por ende, se emplea un valor Z.
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Se define el grado de significancia: La muestra con que se trabaja es de 30 piezas. Por tanto, la
empresaria decide utilizar un valor Z que corresponda a un nivel de significancia de 2.5%. Al
ser esta una prueba de dos colas, debe buscar un valor Z en tablas que corresponda a 47.5%
de probabilidad (recuerde que es un 95% de confianza o 5% de significancia que se determina
con 47.5% de probabilidad arriba de la media y 47.5% debajo de la misma al ser prueba de dos
colas). Esto le lleva a un valor Z de 1.9599.

Probabilidad normal
Zona de aceptacion
Valores criticos (-IC e IC)

0.3

Z=1.9559
Z=-1.9559

01

Probabilidad: 47.5% Probabilidad: 47.5%

0.2 ‘ -
I

Grafica 28 Determinacion del valor Z (caso de muestra grande) para una prueba de hipétesis de dos colas.

Se define si se trabaja con la escala original o con una estandarizada: En este ejemplo, la
empresaria decidié trabajar con la escala original por lo que utilizé el valor Z para definir los
valores criticos (—I/C,IC) correspondientes al intervalo de confianza con los que aceptard o

rechazara la hipdtesis. Esto la llevd a determinar los siguientes valores criticos:

—IC =,y +(Z - o) =3.8—(1.9599-1.1) =1.6440
IC =y, +(Z - 0) =3.8+(1.9599-1.1) = 5.9559

Se define la regla de aceptacidon: Dado que la prueba a realizar es una prueba de igualdad
(prueba de dos colas) se definid, en la grafica anterior y como zona de aceptacién, a todos los

valores de X que se encuentren entre —/C yJC . Esto lleva a la siguiente regla de

aceptacion:

Aceptar H :Si —IC < X<IC.
Aceptar H :Si X <-ICoIC<X.

Derechos de autor: Dr. Oscar Valdemar De la Torre Torres. (Registro en tramite)



Estadistica Il Notas del profesor para el alumno
Pagina: 100

7. Se comparan los valores criticos fijados con el estadistico (media muestral) y se determina si
se acepta la hipétesis nula ( /) o se abre paso a la alternativa ( // ): Con esto, se tienen los

siguientes resultados:

Hio X 4 o -IC IC Conclusion

3.8| 4.73658462 1.959963985 1.1] 1.64403962| 5.95596038|La media muestral se encuentra en zona de aceptacion

Prueba de igualdad muestra grande (n>=30)
T T

T
Probabilidad normal
Zona de aceptacion
03 ‘Valores criticos (-IC e IC) H

Media muestral

02 -

Conclusion: En base a los datos que tiene la empresaria de Chicago, ella puede concluir que el
embarque de 5,000 aguacates cumple con los estandares de calidad que tiene establecidos ya que
la media muestral de una muestra aleatoria de 30 aguacates es estadisticamente igual al peso

objetivo planteado de L, .

4.1.1.1.2 Prueba de hipotesis para demostracion de igualdad empleando una muestra
grande y una escala estandarizada.

Ahora se realizara la prueba de hipdtesis cambiando la escala original por una escala
estandarizada. Es decir, se aplicard la formula del calculo del valor Z dada en la férmula 9 a la
media muestral a contrastar, considerando que es muestra grande. Esto lleva al calculo de los
estadisticos de la forma en que se expresa en la formula 24 para muestra grande:

X—H
7= 10
6,

X

Con esto se hace una prueba de hipdtesis siguiendo los pasos establecidos:
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Definir una hipoétesis nula a demostrar: La hipdtesis a demostrar seria: “El embarque de
aguacates recibido tiene una calidad (peso) igual a 3.8 Oz”. Esto se representa con la siguiente
hipétesis nula a demostrar y su alternativa:

H,: X =38
H,: X =38

Se determina, dada la hipétesis, si es prueba de dos colas, cola superior y cola inferior: Aqui
es importante observar, siguiendo las recomendaciones de la tabla 16, que se utiliza una
prueba de hipdtesis de dos colas establecida con la hipdtesis sefialada con ID 1, ya que se
busca demostrar una igualdad:

o

Regla de aceptacion con escala Regla de aceptacion con escala Regla de aceptacion con escala
Objetivo Tipo de prueba |original (muestra pequefia o grande) |estandarizada (muestra grande) estandarizada (muestra pequefia)

1

D i il i | - .
‘etermuj\ar silamediade la m}Jlestra que se Hy:—IC <X <IC H,:~ZC < Z—<ZC Hy:~tC< t= <tC
tiene es igual ala de su poblacién Dos colas X

Se determina la funcidn de probabilidad a utilizar: En este caso, al ser muestra grande, se
emplea la gaussiana (normal estandar) y, por ende, se emplea un valor Z.

Se define el grado de significancia: La muestra con que se trabaja es de 30 piezas. Por tanto
empresaria decide utilizar un valor Z que corresponda a un nivel de significancia de 2.5%. Al
ser esta una prueba de dos colas, debe buscar un valor Z en tablas que corresponda a 47.5%
de probabilidad. Esto le lleva a un valor Z de 1.9599.

Se define si se trabaja con la escala original o con una estandarizada: Dado que ahora se
trabaja con escala estandarizada, lo que se busca es determinar los valores criticos (IC) como
los valores Z que corresponden a

—-IC=Vador Z deintervalo inferior 2.5% =-1.9599
IC = Valor Z deintervalo superior 97.5% = 1.9599

Ya que se tienen los valores criticos de la prueba, se procede a calcular el estadistico de
prueba, en este caso un valor Z dado por la formula 24:

7 X — Uy _ 4.7365—3.8= 0.8514
o 11

Se define la regla de aceptacion: Dado que la prueba a realizar es una prueba de igualdad
(prueba de dos colas) se definid, en la grafica anterior, como zona de aceptacién a todos los
valores de Z que se encuentren entre —/C yIC. Esto lleva a la siguiente regla de

aceptacion:

Aceptar H:Si -IC< Z < IC.

Derechos de autor: Dr. Oscar Valdemar De la Torre Torres. (Registro en tramite)




Estadistica Il Notas del profesor para el alumno
Pagina: 102

Aceptar H :Si Z<—-ICoIC< Z.

7. Se comparan los valores criticos fijados con el estadistico (media muestral) y se determina si
se acepta la hipétesis nula ( /7)) o se abre paso a la alternativa ( /7 ): Se tienen los siguientes

resultados:
Hio I X | o | z | -IC I IC | Conclusién
3.8| 4.73658462] 1.1] 0.85144056| -1.95996398] 1.95996398El valor Z de la media muestral esta en zona de aceptacién

Prueba de igualdad muestra grande_(n>=30) con valores estandarizados
T T

T
Probabilidad normal
Zona de aceptacion
~— Valores Z criticos (-IC e IC)
Valor Z de Media muestral [

03

02

01"

Conclusion: Por tanto, en base a los datos que tiene la empresaria de Chicago, ella llega a la misma

conclusién de la prueba de hipdtesis anterior, con la diferencia de que se utilizd una escala
diferente.

4.1.1.1.3 Prueba de hipétesis para un caso de demostracién de igualdad con una muestra
pequefia con escala original.

Note usted cémo se empled, para las pruebas anteriores, la escala original y el valor Z ya sea para
realizar las estimaciones de intervalo o para definir el estadistico de prueba en una escala
estandarizada. Sin embargo ¢Qué hubiera sucedido si la empresaria hubiera tomado sdlo 15
aguacates en lugar de 30 y hubiese decidido emplear la escala original (onzas)? En este punto, la

muestra seria pequefia y la media muestral seria ahora de X =5.1318:
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Chicago (muestra
pequefia n=15)

Aguacate |Peso (g)
9.24156638
12.199554
7.82891212
0.34339132
5.44698856
4.30814406
2.77853698
4.78302773
2.09992446
4.27460843
4.69181648
2.93915238
5.27263691
8.44771181
2.32162703

O |0 |IN|JoO | |h |WIN |-

=
o

=
=

=
N

=
w

=
D

[EY
(0]

Media muestral Y | 5.131839908
Desviacion estandar 3.12868851
Error estandar o, 0.903174577

El objetivo es demostrar desigualdad para una media hipotética de J 1 =3.80z . Para ello, se

siguieron los pasos que se presentan a continuacién:

1. Definir una hipétesis nula a demostrar: La hipdtesis a demostrar seria: “El embarque de
aguacates recibido tiene una calidad (peso) diferente a 3.8 Oz”. Esto se representa con la
siguiente hipdtesis nula a demostrar y su alternativa:

Hy: X =38
H,: X +38

2. Se determina, dada la hipétesis, si es prueba de dos colas, cola superior y cola inferior: Aqui
es importante observar, siguiendo las recomendaciones de la tabla 16, que se utiliza una
prueba de hipdtesis de dos colas establecida con la hipdtesis sefialada con ID 1, ya que se
busca demostrar una igualdad:

Regla de aceptacion con escala Regla de aceptacidn con escala Regla de aceptacion con escala
D |Objetivo Tipo de prueba |original (muestra pequefia o grande) festandarizada (muestra grande) |estandarizada (muestra pequefia)
Determinar si la media de la muestra que se - .
) i uestraq H,:-IC <X <IC Hy:~2C<Z_<ZC Hy:~1C< 7 <IC
1jtiene es igual ala de su poblacién Dos colas X
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3.

Se determina la funcion de probabilidad a utilizar: En este caso, al ser muestra pequefia, se
emplea la distribucién t-Student o un valor t.

Se define el grado de significancia: La muestra con que se trabaja es de 15 piezas. Por tanto
empresaria decide utilizar un valort que corresponda a un nivel de significancia de 2.5%, al ser
esta una prueba de dos colas. Con esto, debe buscar un valor en tablas que corresponda a
2.5% de probabilidad con 14 grados de libertad, lo que la lleva a un t de 2.1447.

Se define si se trabaja con la escala original o con una estandarizada: Dado que ahora se
trabaja con escala original, se establecen los siguientes valores criticos:

—IC= p,, +(t-0) =3.8— (2.1447-1.1) = 1.4407
IC =+ (t-0) =3.8+ (2.1447-1.1) = 6.1592

Se define la regla de aceptacion: Dado que la prueba a realizar es una prueba de igualdad

(prueba de dos colas) se define como zona de aceptacién a todos los valores de X que se
encuentren entre —/C Yy IC . Esto lleva a la siguiente regla de aceptacion:

Aceptar H: Si X<-ICoIC<X.
Aceptar H :Si—IC < X <IC.

Se comparan los valores criticos fijados con el estadistico (media muestral) y se determina si
se acepta la hipétesis nula ( // ) o se abre paso a la alternativa ( /7, ): Se tienen los siguientes

resultados:

Hiro X t o -IC IC Conclusién

3.8| 5.13183991 2.144786681 1.1 1.44073465| 6.15926535|La media muestral se encuentra en zona de aceptacion

Prueba de igualdad con muestra pequefia (n<30)
T T

T
Probabilidad t-Student
Zona de aceptacion

— Valores criticos (IC e IC) ||
Media muestral
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Conclusién: Por tanto, en base a los datos que tiene la empresaria de Chicago, ella puede concluir
que el embarque de 5,000 aguacates cumple con los estandares de calidad que ella tiene
establecidos ya que la media de una muestra aleatoria de 15 aguacates (muestra pequefia) es
estadisticamente igual a la media hipotética u objetivo dada por vy esto le dice que, dada la

informacién de esas pocas piezas, el resto del embarque puede ser aceptado y comprado.

4.1.1.1.4 Prueba de hipotesis para demostraciéon de igualdad empleando una muestra
pequefia y una escala estandarizada.

Ahora se procedera a realizar la prueba de igualdad con muestra pequefia como la anterior pero
utilizando valores estandarizados. Para ello se tienen los siguientes pasos:

1. Definir una hipdtesis nula a demostrar: La hipdtesis a demostrar seria: “El embarque de
aguacates recibido tiene una calidad (peso) igual a 3.8 Oz”. Esto se representa con la siguiente
hipétesis nula a demostrar y su alternativa:

H,: X=38
H,: X +38

2. Se determina, dada la hipétesis, si es prueba de dos colas, cola superior y cola inferior: Aqui
es importante observar, siguiendo las recomendaciones de la tabla 16, que se utiliza una
prueba de hipdtesis de dos colas establecida con la hipdtesis sefialada con ID 1, ya que se
busca demostrar una igualdad:

Regla de aceptacion con escala Regla de aceptacion con escala Regla de aceptacion con escala
ID |Objetivo Tipodeprueba |original (muestra pequefia o grande) |estandarizada (muestra grande) estandarizada (muestra pequefia)
I?etermlr}ar silamediade la mylestra que se H,:=IC <X <IC H 7C<Z-<2C Hy:~1C< t- <tC
1|tiene esigual a la de su poblacién Dos colas 0 X

3. Se determina la funcidn de probabilidad a utilizar: En este caso, al ser muestra pequena, se
emplea la t-Student y, por ende, se emplea un valor t.

4. Se define el grado de significancia: La muestra con que se trabaja es de 15 piezas. Por tanto
empresaria decide utilizar un valor t que corresponda a un nivel de significancia de 2.5%. Al ser
esta una prueba de dos colas, debe buscar un valor t en tablas que corresponda a 47.5% de
probabilidad (recuerde que es un 47.5% de probabilidad arriba de la media y 47.5% debajo de
la misma). Esto le lleva a un valort de 2.1447.

5. Se define si se trabaja con la escala original o con una estandarizada: Dado que ahora se

trabaja con escala estandarizada, lo que se busca es determinar los valores criticos (IC) como
los valores t que corresponden a:
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—IC =Vadort deintervao inferior 2.5% =-2.1447
IC =Vador t deintervalo superior 97.5% = 2.1447

Ya que se tienen los valores criticos de la prueba, se procede a calcular el estadistico de
prueba, en este caso un valor t dado por la férmula 25:

_ X—py, _47365-38
(o)

t =0.8514

6. Se define la regla de aceptacion: Dado que la prueba a realizar es una prueba de igualdad
(prueba de dos colas) se definié, como zona de aceptacién, a todos los valores de ¢ que se
encuentren entre —JC y IC . Esto lleva a la siguiente regla de aceptacidn:

Aceptar H,:Si —IC<t<IC.
Aceptar H :Sit<-IC0IC<¢t.

7. Se comparan los valores criticos fijados con el estadistico (media muestral) y se determina si
se acepta la hipétesis nula ( /7,) o se abre paso a la alternativa ( /7 ): Se tienen los siguientes

resultados:
Hio X o t -IC IC Conclusidn
3.8] 4.73658462 1.1| 0.85144056| -2.14478668| 2.14478668|El valor t de la media muestral estd en zona de aceptacién

Prueba de igualdad con muestra grande (1>30) y escala estandarizada

T T I
Probabilidad t-Student
Zona de aceptacion

— Valores t criticos (-IC e IC) ||
Valor t de media muestral

Conclusion: Por tanto, en base a los datos que tiene la empresaria de Chicago, ella llega a la misma
conclusiéon de la prueba de hipdtesis anterior, con la diferencia de que se utilizd una escala
diferente. Es decir, una estandarizada.
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4.1.1.2 Pruebas de hipétesis para demostrar desigualdad de la media muestral con una
media poblacional conocida o hipotética.

Ahora corresponde el caso de demostrar que existe una desigualdad entre la media muestral de

los datos que se procesan y la media poblacional o la media objetivo ( 1, ).

Para poder utilizar este ejemplo, suponga ahora que, por alguna circunstancia peculiar, la
empresaria de Chicago desea que el inventario de aguacates sea diferente de p,, =8.90z. Es

decir, puede tener cualquier peso superior o inferior diferente a 8.9 Oz. Entonces, la comerciante
buscara hacer una prueba de hipdtesis en donde busca comprobar que dicha desigualdad existe. A
continuacion se le presentan los 4 casos de igualdad estudiados pero como desigualdades.

Los datos del problema para el caso de una prueba de hipédtesis de desigualdad, como se ha visto,
seran los mismos salvo el valor de la media hipotética r,, =8.90z . A su vez, es de necesidad
observar que, para el caso de desigualdad, las reglas de aceptacién de la hipdtesis nula (H )

cambian por las siguientes marcadas con el ID 2 en la tabla 16:

Regla de aceptacion con escala Regla de aceptacion con escala Regla de aceptacion con escala
Obietivo Tino deprueba loriginal (muestra peguefia o grande) lestandarizada (muestra erande)  lestandarizada (muestra peguefia)

S]

[?etermm?ry a media de la muestljei que se HOIA7<—ICOIC<)? Hy:Z7y<-ZC0ZC<Zy H, :t;<ﬁtC 0tC<t;
2]tiene es diferente a la de su poblacién Dos colas

A su vez, es de necesidad recordar que para la muestra grande (con 30 piezas para el andlisis), la

media muestral es de X =4.7365y la de la muestra pequefia (15 piezas) de X =5.1318. Para la
desviacidn estandar poblacional se supone como valida la que la empresaria ha tomado en base a
su experiencia previa con este proveedor:o =1.1.

Con estos datos a mano, podremos entonces realizar el andlisis estadistico correspondiente para
determinar si la calidad de dicha muestra es diferente o no al objetivo o hipdtesis tedrica

marcados de 1, =8.90z .

4.1.1.2.1 Prueba de hipoétesis para demostracion de desigualdad empleando muestras
grandes y escala original.

Ahora se demostrara la desigualdad de la muestra tomada, respecto al objetivo planteado
tomando la escala original de valores. Para ello, se siguen estos pasos:

1. Definir una hipétesis nula a demostrar: La hipdtesis a demostrar seria: “El embarque de

aguacates recibido tiene una calidad (peso) diferente a 8.9 Oz”. Esto se representa con la
siguiente hipdtesis nula a demostrar y su alternativa:
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H, . X+#89
H,: X=89
2. Se determina, dada la hipétesis, si es prueba de dos colas, cola superior y cola inferior: Aqui
es importante observar, siguiendo las recomendaciones de la tabla 16, que se utiliza una
prueba de hipdtesis de dos colas establecida con la hipdtesis sefialada con ID 2, ya que se
busca demostrar una desigualdad:
Regla de aceptacion con escala Regla de aceptacion con escala Regla de aceptacion con escala
D |Objetivo Tipo de prueba |original (muestra pequefia o grande) |estandarizada (muestra grande) estandarizada (muestra pequefia)
Determinar si la media de la muestra que se v W s = e _
2|tiene es diferente ala de su poblacién Dos colas Ho: X <-IColC<X Hy:Zz<-2C02C<Z; Hoity <~C OC <y
3. Se determina la funcién de probabilidad a utilizar: En este caso, al ser muestra grande, se
emplea la gaussiana (normal estandar) y, por ende, se emplea un valor Z.
4. Se define el grado de significancia: La muestra con que se trabaja es de 30 piezas. Por tanto, la

empresaria decide utilizar un valor Z que corresponda a un nivel de significancia de 5%. Al ser
esta una prueba de dos colas, debe buscar un valor Z en tablas que corresponda a 47.5% de
probabilidad (recuerde que es un 47.5% de probabilidad arriba de la media y 47.5% debajo de
la misma). Esto le lleva a un valor Z de 1.9599.

Se define si se trabaja con la escala original o con una estandarizada: En este ejemplo, la
empresaria decidid trabajar con la escala original por lo que utilizé el valor Z para definir los
valores criticos (—/C, IC) del intervalo de confianza con los que aceptard o rechazara la

hipétesis. Esto la llevé a determinar los siguientes valores criticos:

_IC = 0+ (Z o) =8.9—(1.9599-1.1) = 6.7440
IC = p,y+(Z-0) =89+ (1.9599-1.1) =11.0559

Se define la regla de aceptacion: Dado que la prueba a realizar es una prueba de desigualdad

(prueba de dos colas) se definid, como zona de aceptacion, a todos los valores de X que se
encuentren entre —/C y IC . Esto lleva a la siguiente regla de aceptacion:

Aceptar H: Si —IC < X<IC.
Aceptar H :Si X <-IC0oIC<X .

Se comparan los valores criticos fijados con el estadistico (media muestral) y se determina si

se acepta la hipétesis nula (/1) o se abre paso a la alternativa ( /7, ): Con esto, se tienen los

siguientes resultados:
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Hyo X z o -IC IC Conclusion

8.9| 5.13183991 1.959963985 1.1] 6.74403962| 11.0559604|La media muestral se encuentra en zona de aceptacién

Prueba de desigualdad con muestra grande (n<30)
T T n

T
Probabilidad normal
Zona de aceptacion
03k Valores criticos (-IC e IC) H
Media muestral

0.2 =

Conclusion: En base a los datos que tiene la empresaria de Chicago, ella puede concluir que el
embarque de 5,000 aguacates cumple con los estandares de calidad que tiene establecidos ya que
la media muestral de una muestra aleatoria de 30 aguacates es estadisticamente diferente al peso

objetivo planteado de 1, =8.90z.

4.1.1.2.2 Prueba de hipotesis para demostracion de desigualdad empleando una muestra
grande y una escala estandarizada.

Ahora se realizara la prueba de hipdtesis cambiando la escala original por una escala
estandarizada. Es decir, se aplicard la formula del célculo del valor Z dada en la férmula 9 a la
media muestral a contrastar, considerando si es muestra grande. Esto lleva al cédlculo de los
estadisticos de la forma en que se expresa en la formula 24 para muestra grande:

x_
s = Hyo
o',
X
Retomando el objetivo de la empresaria de Chicago quien desea demostrar que un determinado
embarque de aguacates tiene un peso diferente a la media hipotética de i, #8.90z. y una
desviacidon estandar poblacional (determinada con la experiencia previa de la empresaria) de
o =1.10z., la comprobacién de hipdtesis llevaria a un estadistico de prueba Z dado por (recuerde
gue la muestra es de 30 piezas y la media muestral de 4.7365):
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L 4.7365-8.9 _
11

-3.7849

Con esto se hace una prueba de hipétesis siguiendo los pasos establecidos:

1.

Definir una hipoétesis nula a demostrar: La hipdtesis a demostrar seria: “El embarque de
aguacates recibido tiene una calidad (peso) diferente a 8.9 Oz”. Esto se representa con la
siguiente hipotesis nula a demostrar y su alternativa:

H,: X#89
H,: X=89

Se determina, dada la hipétesis, si es prueba de dos colas, cola superior y cola inferior: Aqui
es importante observar, siguiendo las recomendaciones de la tabla 16, que se utiliza una
prueba de hipdtesis de dos colas establecida con la hipdtesis sefialada con ID 2, ya que se
busca demostrar una igualdad:

Regla de aceptacion con escala Regla de aceptacion con escala Regla de aceptacion con escala
D [Objetivo Tipo de prueba original (muestra pequefia o grande) |estandarizada (muestra grande) estandarizada (muestra pequefia)
Determinar si la media de la muestra que se - -
: - H,:Z-<-ZC0ZC<Z- Ho:ty <—C otC <ty
2|tiene es diferente ala de su poblacién Dos colas Hy X <-IColC<X 0 Tx X Oy ¥
3. Se determina la funcion de probabilidad a utilizar: En este caso, al ser muestra grande, se

emplea la gaussiana (normal estandar) y, por ende, se emplea un valor Z.

Se define el grado de significancia: La muestra con que se trabaja es de 30 piezas. Por tanto, la
empresaria decide utilizar un valor Z que corresponda a un nivel de significancia de 2.5%. Al
ser esta una prueba de dos colas, debe buscar un valor Z en tablas que corresponda a 47.5%
de probabilidad. Esto le lleva a un valor Z de 1.9599.

Se define si se trabaja con la escala original o con una estandarizada: Dado que ahora se
trabaja con escala estandarizada, lo que se busca es determinar los valores criticos (IC) como
los valores Z que corresponden a

—IC=Vador Z deintervalo inferior 2.5% =-1.9599
IC =Valor Z deintervalo superior 97.5% = 1.9599

Ya que se tienen los valores criticos de la prueba, se procede a utilizar el estadistico de prueba
calculado previamente. En este caso un valor Z dado por la formula 24:

7 X — o _ 4.7365-8.9 __37849
o 11
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6. Se define la regla de aceptacion: Dado que la prueba a realizar es una prueba de desigualdad
(prueba de dos colas) se definid, como zona de aceptacion, a todos los valores de Z que se
encuentren entre —IC y IC . Esto lleva a la siguiente regla de aceptacion:

Aceptar H,:Si -IC<Z< IC.
Aceptar H :Si Z<-ICo0IC< Z.

7. Se comparan los valores criticos fijados con el estadistico (media muestral) y se determina si

se acepta la hipétesis nula ( //,) o se abre paso a la alternativa ( /7, ): Se tienen los siguientes

resultados:
Hio X o z -IC Ic Conclusién
8.9 4.73658462 1.1] -3.78492308| -1.95996398| 1.95996398|El valor Z de la media muestral esta en zona de aceptacién

Prueba de desigualdad muestra grande (n>=30) con valores estandarizados
T T T T
Probabilidad normal
Zona de aceptacion
Valores Z criticos (IC e IC)
Valor Z de Media muestral_[|

03[

0.25 [~

0.15 [~

T \'\ 7
| |

-4 3 2 -1 0 1 2 3 4

Conclusién: Por tanto, en base a los datos que tiene la empresaria de Chicago, ella llega a la misma
conclusiéon de la prueba de hipdtesis anterior, con la diferencia de que se utilizd una escala
diferente. Esto es, la calidad de la muestra es diferente al objetivo de 8.90z, por tanto debe
aceptarse el embarque.

4.1.1.2.3 Prueba de hipétesis para un caso de demostracion de desigualdad con una muestra
pequefia con escala original.

Ahora se retoma el caso de una muestra pequefia con 15 piezas que tiene una media muestral de

de X =5.1318 y un objetivo de demostrar desigualdad para una media hipotética de
My o= 8.90z . Con estos datos iniciales, para este tipo de prueba de hipétesis, se siguieron los

pasos que se presentan:
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1. Definir una hipétesis nula a demostrar: La hipdtesis a demostrar seria: “El embarque de
aguacates recibido tiene una calidad (peso) diferente a 8.9 Oz”. Esto se representa con la
siguiente hipdtesis nula a demostrar y su alternativa:

H,: X#89
H,: X=89

2. Se determina, dada la hipétesis, si es prueba de dos colas, cola superior y cola inferior: Aqui
es importante observar, siguiendo las recomendaciones de la tabla 16, que se utiliza una
prueba de hipdtesis de dos colas establecida con la hipdtesis sefialada con ID 2, ya que se
busca demostrar una desigualdad:

Regla de aceptacion con escala Regla de aceptacion con escala Regla de aceptacion con escala

D |Objetivo Tipo de prueba _|original (muestra pequefia o grande) |estandarizada (muestra grande) estandarizada (muestra pequefia

D-etermine'zrsi lamediade la muestl-'e? que se " :)?<—IC OIC<)? Hy:Z-<-72C0ZC<Z- Hoit=<~C OtC <1+
2[tiene es diferente ala de su poblacién Dos colas 0 X X ’

3. Se determina la funcién de probabilidad a utilizar: En este caso, al ser muestra pequefia, se
emplea la distribucién t-Student o un valor t.

4. Se define el grado de significancia: La muestra con que se trabaja es de 15 piezas. Por tanto, la
empresaria decide utilizar un valor t que corresponda a un nivel de significancia de 2.5%, al ser
esta una prueba de dos colas, debe buscar un valor en tablas que corresponda a 2.5% de
probabilidad con 14 grados de libertad, lo que la lleva a un t de 2.1447.

5. Se define si se trabaja con la escala original o con una estandarizada: Dado que ahora se
trabaja con escala original, se establecen los siguientes valores criticos:

_IC =,y +(t -0) =8.9—(2.1447 -1.1) =6.5407
IC =pu,,+(t-0)=89+(2.1447-1.1) =11.2592

6. Se define la regla de aceptacidon: Dado que la prueba a realizar es una prueba de igualdad
(prueba de dos colas) se definié, como zona de aceptacion, a todos los valores de ¢ que se
encuentren entre —I/C Yy IC . Esto lleva a la siguiente regla de aceptacién:

Aceptar H,:Si X <—-IC0oIC< X.
Aceptar H :Si—IC< X <IC.
7. Se comparan los valores criticos fijados con el estadistico (media muestral) y se determina si

se acepta la hipétesis nula ( /7,) o se abre paso a la alternativa (/7 ):
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Hyo X t (< -IC IC Conclusién

8.9] 5.13183991 2.144786681 1.1]| 6.54073465| 11.2592653|La media muestral se encuentra en zona de aceptacién

Prueba de desigualdad con muestra pequefia (<30)
T T

T
Probabilidad t-Student
Zona de aceptacion

035 Valores criticos (IC e IC) ||
Media muestral

Conclusién: Con lo anterior, la empresaria de Chicago puede aceptar el embarque enviado ya que
la calidad del mismo es diferente al objetivo establecido de 8.9 Oz.

4.1.1.2.4 Prueba de hipétesis para demostraciéon de desigualdad empleando una muestra
pequefia y una escala estandarizada.

Ahora se procederd a realizar la prueba de desigualdad con muestra pequefia como la anterior
pero utilizando valores estandarizados. Para ello se tienen los siguientes pasos:

1. Definir una hipétesis nula a demostrar: La hipdtesis a demostrar seria: “El embarque de
aguacates recibido tiene una calidad (peso) diferente a 8.9 Oz”. Esto se representa con la
siguiente hipdtesis nula a demostrar y su alternativa:

H,: X #89
H, 1 X=89

2. Se determina, dada la hipétesis, si es prueba dos colas, cola superior y cola inferior: Aqui es
importante observar, siguiendo las recomendaciones de la tabla 16, que se utiliza una prueba
de hipdtesis de dos colas establecida con la hipdtesis sefialada con ID 1, ya que se busca
demostrar una desigualdad:

Regla de aceptacion con escala Regla de aceptacion con escala Regla de aceptacion con escala
ID |Objetivo Tipo de prueba |original (muestra pequefia o grande) |estandarizada (muestra grande)  |estandarizada (muestra pequefia)
Determinar si la media de la muestra que se -
i ) 3 q Hy:-IC <X <IC H,.-ZC<Z_<ZC Hy:—tC< t7 <tC
1ftiene es igual ala de su poblacion Dos colas X
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3.

Se determina la funcion de probabilidad a utilizar: En este caso, al ser muestra pequefia, se
emplea la t-Student y, por ende, se emplea un valor t.

Se define el grado de significancia: La muestra con que se trabaja es de 15 piezas. Por tanto
empresaria decide utilizar un valor t que corresponda a un nivel de significancia de 2.5%. Al ser
esta una prueba de dos colas, debe buscar un valor en tablas que corresponda a esto y a 14
grados de libertad, lo que le lleva a un t de 2.1447.

Se define si se trabaja con la escala original o con una estandarizada: Dado que ahora se
trabaja con escala estandarizada, lo que se busca es determinar los valores criticos (IC) como
los valores t que corresponden a:

—IC =Vador t deintervaoinferior 2.5% =-2.1447
IC =Vaor t deintervalo superior 97.5% = 2.1447

Ya que se tienen los valores criticos de la prueba, se procede a calcular el estadistico de
prueba, en este caso un valor t dado por la férmula 25:

. X — 1, _ 5.1318-8.9 34756
o 1.1

Se define la regla de aceptacion: Dado que la prueba a realizar es una prueba de igualdad
(prueba de dos colas) se definid, como zona de aceptacién a todos los valores de f que se
encuentren entre —/C Yy IC . Esto lleva a la siguiente regla de aceptacion:

Aceptar H,:Sit<-IC 0IC <t.
Aceptar H :Si —IC<t< IC.

Se comparan los valores criticos fijados con el estadistico (media muestral) y se determina si
se acepta la hipétesis nula ( /7)) o se abre paso a la alternativa ( /7 ): Se tienen los siguientes

resultados:
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Huo X (e t -IC IC Conclusién

8.9] 4.73658462 1.1] -3.78492308| -2.14478668| 2.14478668|El valor t de la media muestral estd en zona de aceptacién

Prueba de desigualdad con muestra pequefia (1<30) y escala estandarizada
T T

Probabilidad t-Student
Zona de aceptacion

Valores t criticos (C e IC) ||
Valor t de media muestral

Conclusidn: Por tanto, en base a los datos que tiene la empresaria de Chicago, ella llega a la misma
conclusion de la prueba de hipdtesis anterior, con la diferencia de que se utilizd6 una escala
diferente. Es decir, una estandarizada.

4.1.1.3 Ejemplos de pruebas de hipétesis de cola superior.

Ahora se haran los 4 casos previamente vistos consistentes en diferentes escalas (original o
estandarizada) asi como diferentes tamafios de muestra (grande y pequeiia). Para ello, se seguiran
manejando las mismas muestras, la misma desviacién estandar poblacional de o =1.1. Lo Unico
gue cambiard es el objetivo de la empresaria. Ella buscara demostrar que la calidad minima que
debe tener el embarque para ser aceptado es de 2.50z. Es decir, hard una prueba de hipétesis de
cola superior y demostrara que el peso del embarque tiene una calidad superior a 2590z. Ahora se
analizard cada caso especifico:

4.1.1.3.1 Prueba de hipdtesis de cola superior empleando muestra grande y escala original.
Los pasos que la empresaria siguid fueron:
1. Definir una hipétesis nula a demostrar: La hipdtesis a demostrar seria: “El embarque de

aguacates recibido tiene una calidad (peso) mayor a 2.5 Oz”. Esto se representa con la
siguiente hipdtesis nula a demostrar y su alternativa:
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Hy: X>25
H, . X<25

ol lRal

Se determina, dada la hipétesis, si es prueba dos colas, cola superior y cola inferior: Aqui es
importante observar, siguiendo las recomendaciones de la tabla 16, que se utiliza una prueba
de hipdtesis de una cola establecida con la hipétesis sefialada con ID 3, ya que se busca
demostrar una prueba de cola superior:

Regla de aceptacion con escala

ID |Objetivo Tipo de prueba estandarizada (muestra pequefia
Determinarsi lamedia de. Ila muestra es - H,:IC< X Hy:2C< 7+ Hy:tC< t;
3|superior a la de su poblacién Cola superior :
3. Se determina la funcién de probabilidad a utilizar: En este caso, al ser muestra grande, se

emplea la gaussiana (normal estandar) y, por ende, se emplea un valor Z.

Se define el grado de significancia: La muestra con que se trabaja es de 30 piezas. Por tanto, la
empresaria decide utilizar un valor Z que corresponda a un nivel de significancia de 5%. Al ser
esta una prueba de una cola (cola superior), debe buscar un valor Z en tablas que corresponda
a 95% de probabilidad Esto le lleva a un valor Z de 1.6448.

Se define si se trabaja con la escala original o con una estandarizada: En este ejemplo, la
empresaria decidié trabajar con la escala original por lo que utilizé el valor Z para definir el
valor critico superior (/C) del intervalo de confianza con los que aceptara o rechazard la
hipétesis. Esto la llevé a determinar el siguiente valor critico:

IC =,y +(Z - o) =2.5+(1.6448-1.1) = 4.3093

Se define la regla de aceptacion: Dado que la prueba a realizar es una prueba de cola

superior, se definidé, como zona de aceptacion, a todos los valores de X que se encuentren
arriba de IC . Esto lleva a la siguiente regla de aceptacion:

Aceptar H,:Si IC < X.
Aceptar H  :Si X<IC .

Se comparan el valor critico fijado con el estadistico (media muestral) y se determina si se

acepta la hipétesis nula (/1) o se abre paso a la alternativa ( /7 ): Con esto, se tienen los

siguientes resultados:
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Hio X

Z

IC

Conclusién

2.5[ 4.73658462

1.644853627

1.1[ 4.30933899|La media muestral se encuentra en zona de aceptacion

Prueba de cola superior muestra grande (n>=30) con valores originales

0.3~

0.2~

0.1~

Probabilidad normal
Zona de aceptacion
Valores criticos (IC)
Valor Media muestral

Conclusion: En base a los datos que tiene la empresaria de Chicago, ella puede concluir que el
embarque de 5,000 aguacates cumple con los estandares de calidad que tiene establecidos ya que

la media de una muestra aleatoria de 30 aguacates es estadisticamente superior al peso objetivo

planteado de L, .

4.1.1.3.2 Prueba de hipdtesis de cola superior empleando muestra grande y escala

estandarizada.

Ahora se hard la misma prueba de hipétesis de cola superior con muestra grande empleando una
escala estandarizada. Para ello se siguieron estos pasos:

1. Definir una hipdtesis nula a demostrar: La hipdtesis a demostrar seria: “El embarque de

aguacates recibido tiene una calidad (peso) mayor a 2.5 Oz”. Esto se representa con la
siguiente hipdtesis nula a demostrar y su alternativa:

H,:
H,:

oilal

2.5
2.5

>
<

2. Se determina, dada la hipétesis, si es prueba dos colas, cola superior y cola inferior: Aqui es
importante observar, siguiendo las recomendaciones de la tabla 16, que se utiliza una prueba

de hipdtesis de dos colas establecida con la hipdtesis sefalada con ID 3, ya que se busca
demostrar una prueba de cola superior:
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Regla de aceptacion con escala Regla de aceptacion con escala Regla de aceptacion con escala
D |Objetivo Tipo de prueba |original (muestra pequefia o grande) |estandarizada (muestra grande) estandarizada (muestra pequefia
Deterrmnar si la media del Ila muestra es ' H,:IC< X Hy:ZC< Z- Hy tC< t=
3[superior ala de su poblacién Cola superior
3. Se determina la funcién de probabilidad a utilizar: En este caso, al ser muestra grande, se

emplea la gaussiana (normal estandar) y, por ende, se emplea un valor Z.

Se define el grado de significancia: La muestra con que se trabaja es de 30 piezas. Por tanto, la
empresaria decide utilizar un valor Z que corresponda a un nivel de significancia de 5%. Al ser
esta una prueba de una cola (cola superior), debe buscar un valor Z en tablas que corresponda
a 95% de probabilidad Esto le lleva a un valor Z de 1.6448.

Se define si se trabaja con la escala original o con una estandarizada: Dado que ahora se
trabaja con escala estandarizada, lo que se busca es determinar el valor critico (IC) del
intervalo superior como el valor Z que corresponde a:

IC = Vaor Z deintervalo superior 95% = 1.6448

Ya que se tienen los valores criticos de la prueba, se procede toma el estadistico de prueba
calculado previamente. En este caso un valor Z dado por la férmula 24:

- X —pty, _A7365-25
o 1.1

=2.0332

Se define la regla de aceptacidn: Dado que la prueba a realizar es una prueba de cola superior

se definié, como zona de aceptacion, a todos los valores de X que se encuentren arriba de
IC . Esto lleva a la siguiente regla de aceptacion:

Aceptar H:Si IC< Z.
Aceptar H :Si Z<IC .

Se compara el valor critico fijado con el estadistico (media muestral) y se determina si se
acepta la hipétesis nula ( //,) o se abre paso a la alternativa (/7 ): Se tienen los siguientes

resultados:
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Hio X

Z

IC

Conclusién

4.73658462

2.033258741

11

1.64485363|La media muestral se encuentra en zona de aceptacién

0.3

0.2

0.1

Prueba de cola superior muestra grande (n>=30) con valores Z

—Probabilidad normal

Zona de aceptacion
" Valores crticos (IC)
——Valor Media muestral [

Conclusién: Por tanto, en base a los datos que tiene la empresaria de Chicago, ella llega a la misma
conclusién de la prueba de hipdtesis anterior, con la diferencia de que se utilizd una escala

diferente.

4.1.1.3.3 Prueba de hipdtesis de cola superior con muestra pequefia y escala original.

Ahora se tomara el caso de la muestra pequefia (15 aguacates) con su media muestral de 5.1318
Oz y la misma desviacion estdndar poblacional de 1.1 Oz. En este caso se trabajara con la escala

original. Para ello, la empresaria siguid estos pasos:

1. Definir una hipétesis nula a demostrar: La hipdtesis a demostrar seria: “El embarque de

aguacates recibido tiene una calidad (peso) mayor a 2.5 Oz”. Esto se representa con la
siguiente hipdtesis nula a demostrar y su alternativa:

Hy: X>25
H, : X<25

il

2. Se determina, dada la hipétesis, si es prueba dos colas, cola superior y cola inferior: Aqui es
importante observar, siguiendo las recomendaciones de la tabla 16, que se utiliza una prueba

de hipdtesis de una cola establecida con la hipétesis sefialada con ID 3, ya que se busca
demostrar una prueba de cola superior:

o

Obietivo

Tipo de prueba

Regla de aceptacion con escala
original (muestra peguefia o grande)

Regla de aceptacion con escala
estandarizada (muestra grande)

Regla de aceptacion con escala
estandarizada (muestra peguefia)

3|superior ala de su poblacién

Determinar si la media de la muestra es

Cola superior

H,:IC<X

Hy:Z2C< 7~

Hy: tC <t
X
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3. Se determina la funcién de probabilidad a utilizar: En este caso, al ser muestra pequefia, se
emplea la distribucidn t-Student y, por ende, se emplea un valor t.

4. Se define el grado de significancia: La muestra con que se trabaja es de 15 piezas. Por tanto, la
empresaria decide utilizar un valor t que corresponda a un nivel de significancia de 5%. Al ser
esta una prueba de una cola (cola superior), debe buscar un valor t en tablas que corresponda
a 5% de probabilidad y 14 grados de libertad. Esto le lleva a un valor t de 1.7613.

5. Se define si se trabaja con la escala original o con una estandarizada: En este ejemplo, la
empresaria decidié trabajar con la escala original por lo que utilizé el valor Z para definir el
valor critico superior (/C) del intervalo de confianza con el que aceptard o rechazard la
hipétesis. Esto la llevé a determinar el siguiente valor criticos:

IC =, +(t-0)=25+(1.7613-1.1) =4.4374

6. Se define la regla de aceptacion: Dado que la prueba a realizar es una prueba de cola superior

se definié, como zona de aceptacidn, a todos los valores de X que se encuentren arriba de
IC . Esto lleva a la siguiente regla de aceptacion:

Aceptar H:Si IC < X,
Aceptar H :Si X<IC .

7. Se compara el valor critico fijado con el estadistico (media muestral) y se determina si se

acepta la hipétesis nula ( //,) o se abre paso a la alternativa ( /7 ): Con esto, se tienen los

siguientes resultados:
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Hio X t o IC Conclusién

2.5[ 4.73658462 1.761310115 1.1{ 4.43744113|La media muestral se encuentra en zona de aceptacién

Prueba de cola superior muestra pequefia (n<30) con valores originales
T T T T

T

~— Probabilidad t-Student
Zona de aceptacion

— Valores criticos IC)

Valor Media muestral

Conclusién: Con lo anterior la empresaria de Chicago puede aceptar el embarque enviado ya que
la calidad del mismo es superior al objetivo de calidad establecido de 2.5 Oz.

4.1.1.3.4 Prueba de hipotesis de cola superior con muestra pequefia y escala de

estandarizada.

Definir una hipoétesis nula a demostrar: La hipdtesis a demostrar seria: “El embarque de
aguacates recibido tiene una calidad (peso) mayor a 2.5 Oz”. Esto se representa con la
siguiente hipdtesis nula a demostrar y su alternativa:
Hy: X>25
H, : X<25

il

Se determina, dada la hipoétesis, si es prueba dos colas, cola superior y cola inferior: Aqui es
importante observar, siguiendo las recomendaciones de la tabla 16, que se utiliza una prueba
de hipdtesis de una cola establecida con la hipétesis sefialada con ID 3, ya que se busca
demostrar una prueba de cola superior:

S]

Regla de aceptacion con escala Regla de aceptacion con escala Regla de aceptacion con escala
Obietivo Tinodeprueba loriginal (muestra peauefia o grande) festandarizada (muestra grande) lestandarizada (muestra peguefia)

Determinar si la media de la muestraes H,:IC< )? H,: ZC< Z; H,:1C< t
superior a la de su poblacién Cola superior

3.

Se determina la funcion de probabilidad a utilizar: En este caso, al ser muestra pequefia, se
emplea la distribucién t-Student y, por ende, se emplea un valor t.
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4. Se define el grado de significancia: La muestra con que se trabaja es de 15 piezas. Por tanto, la
empresaria decide utilizar un valor t que corresponda a un nivel de significancia de 5%. Al ser
esta una prueba de una cola (cola superior), debe buscar un valor t en tablas que corresponda
a 5% de probabilidad y 14 grados de libertad. Esto le lleva a un valor t de 1.7613.

5. Se define si se trabaja con la escala original o con una estandarizada: En este ejemplo, la
empresaria decidié trabajar con la escala original por lo que utilizé el valor Z para definir el
valor critico superior (/C) del intervalo de confianza con los que aceptara o rechazard la
hipdtesis. Esto la llevd a determinar al siguiente valor critico:

1C=1.7613

6. Se define la regla de aceptacion: Dado que la prueba a realizar es una prueba de cola superior

se definid, como zona de aceptacion, a todos los valores de X que se encuentren arriba de
IC . Esto lleva a la siguiente regla de aceptacion:

Aceptar H:Si IC < X,
Aceptar H :Si X<IC .

Ya que se tienen los valores criticos de la prueba, se procede toma el estadistico de prueba
calculado previamente. En este caso un valor Z dado por la férmula 25:

 X-u,, A47365-25
(o3

t = 2.0332

7. Se compara el valor critico fijado con el estadistico (media muestral) y se determina si se
acepta la hipétesis nula (/1) o se abre paso a la alternativa ( /7, ): Con esto, se tienen los

siguientes resultados:

Derechos de autor: Dr. Oscar Valdemar De la Torre Torres. (Registro en tramite)



Inferencial paramétrica, no paramétrica y multivariante Pagina: 123

Hio X t <) IC Conclusién
2.5]| 4.73658462 2.033258741 1.1] 1.76131012|La media muestral se encuentra en zona de aceptacion

Prueba de cola superior muestra pequefia (n<30) con valores originales
T T T T I
—Probabilidad t-Student
Zona de aceptacion
~—Valores criticos IC)
Valor Media muestral

Conclusion: Se llega a la misma conclusion del caso anterior, con la diferencia de que se empled
una escala estandarizada para realizar a prueba.

4.1.1.4 Ejemplos de pruebas de hipdtesis de cola inferior.

Para el caso de la prueba de hipdtesis de cola inferior se tiene la misma logica de analisis que las
pruebas de cola inferior, con la diferencia de que las reglas de decisidn para aceptar la hipétesis
nula () se dan por el renglén o ID 3 de la tabla 16:

Regla de aceptacion con escala Regla de aceptacidn con escala
ID |Objetivo Tipo de prueba |original (muestra peguefia o grande) festandarizada (muestra grande)
F)ete!'mlnar si lamedia dsla muestra es ' ' Hy: X <-IC H,: Z;< _zC
4linferior ala de su poblaciéon Colainferior

Por cuestion de espacio, no se harad una exposicién extensa de los cuatro posibles casos dado el
tamafio de muestra (grande o pequefia) y tipo de escala (original o estandarizada). Lo que se hara
serd simplemente citar un ejemplo consistente en una muestra grande con escala estandarizada.
Usted podra observar que los pasos a seguir en los otros tres casos son similares a las 4 pruebas

previas de cola superior. Solo cambiara, como se ha mencionado, la regla de aceptacién de H,.

Para exponer este ejemplo, se supondrd ahora que la empresaria no quiere aguacates con un peso
menor a 7 Oz, por lo que debera demostrar que el embarque que ha recibido se ajusta a dicho
estandar de calidad. Para ello, siguio estos pasos:
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1.

Definir una hipoétesis nula a demostrar: La hipdtesis a demostrar seria: “El embarque de
aguacates recibido tiene una calidad (peso) menor a 7 Oz”. Esto se representa con la siguiente
hipétesis nula a demostrar y su alternativa:

7
7

|
VoA

H,:
H, :

Se determina, dada la hipoétesis, si es prueba dos colas, cola superior y cola inferior: Aqui es
importante observar, siguiendo las recomendaciones de la tabla 16, que se utiliza una prueba
de hipdtesis de una cola establecida con la hipdtesis sefialada con ID 3, ya que se busca
demostrar una prueba de cola inferior:

Regla de aceptacion con escala Regla de aceptacion con escala Regla de aceptacion con escala
ID |Obietivo Tipo de prueba |original (muestra pequefia o grande) festandarizada (muestra grande) |estandarizada (muestra pequefia)
Determinar si la media de la muestraes Hy: X <—IC H, :Z;< _zC H,itg <—tC
4linferior ala de su poblacién Colainferior

Se determina la funcidn de probabilidad a utilizar: En este caso, al ser muestra grande, se
emplea la gaussiana (normal estandar) y, por ende, se emplea un valor Z.

Se define el grado de significancia: La muestra con que se trabaja es de 30 piezas. Por tanto, la
empresaria decide utilizar un valor Z que corresponda a un nivel de significancia de 5%. Al ser
esta una prueba de una cola (cola inferior), debe buscar un valor Z en tablas que corresponda
a 95% de probabilidad Esto le lleva a un valor Z negativo de -1.6448.

Se define si se trabaja con la escala original o con una estandarizada: Dado que ahora se
trabaja con escala estandarizada, lo que se busca es determinar el valor critico (IC) del
intervalo inferior como el valor Z que corresponde a:

—IC =Vaor Z deintervalo inerior 95% = —1.6448

Se define la regla de aceptacién: Dado que la prueba a realizar es una prueba de cola superior

se definid, como zona de aceptacion, a todos los valores de X que se encuentren arriba de
IC . Esto lleva a la siguiente regla de aceptacion:

Aceptar H:Si Z<-IC.
Aceptar H :Si —-IC <Z.

Ya que se tienen los valores criticos de la prueba, se procede toma el estadistico de prueba
calculado previamente. En este caso un valor Z dado por la férmula 24:

X -uw,, 47365-7
o 11

zZ =-2.0576
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7. Se compara el valor critico fijado con el estadistico (media muestral) y se determina si se acepta
la hipétesis nula ( /{)) o se abre paso a la alternativa ( /7, ):

Hyo X YA o 1C Conclusion

~

4.73658462 -2.05765035 1.1[-1.64485363 |La media muestral se encuentra en zona de aceptacion

Prueba de cola superior muestra grande (n>=30) con walores Z
T T
Probabilidad normal

Zona de aceptacion
—Valores criticos (IC)
—Valor Media muestral [|

0.35[

Conclusion: Con los datos de la muestra de 30 piezas, se observa que el embarque tiene una
calidad o peso inferior a 7 Oz, por lo que podra aceptar el mismo.

4.2 ;Cuando se utiliza la escala original y cuando la estandarizada?

Hasta el momento se ha observado que una de las variantes que puede tener la comprobacion de
hipétesis se refiere a la escala empleada. Esta puede ser la escala original o la escala
estandarizada, lograda al aplicar las formulas 24 o 25 segln sea el tamano de la muestra. Sin
embargo, poco se ha dicho sobre el criterio para utilizar una escala u otra. En realidad, no existen
reglas generales para decidir. Mas bien la seleccién se da en funcidn del tipo de problema y las
preferencias del analista.

Sin embargo, algo que puede ser de utilidad para elegir la escala estandarizada es el hecho de que
ésta sirve para homologar escalas. Por ejemplo, la variable estandarizada, como veremos en
breve, sirve mds para comparar inventarios con variabilidades de peso diferentes. Tal es el caso de
los empresarios aguacateros de Morelia y Chicago. Por tanto, la seleccién de la escala es
netamente personal a inherente al analista.
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4.3 ;Qué se hace cuando se desconoce la desviacion estandar
poblacional?

Hasta ahora se ha trabajado bajo el supuesto de que se conoce la desviacidn estandar poblacional

0 se supone una partiendo de la experiencia propia. Por ejemplo, la empresaria de chicago partié
de lo que ha observado con su proveedor, en el sentido de fijar la desviacion estandar del peso de
aguacates que ha recibido a lo largo de la historia como de 1.10z. Sin embargo, no siempre se
conoce este valor por lo que debe calcularse para poder determinar los estadisticos Z o t.

Cuando el tamafo de la muestra es grande (n=>30), se calcula el error estandar con la férmula 8:

Cuando el tamafno de la muestra es pequeia (n<30), se calcula el error estandar como en la

férmula 11:

Ya que se calculé el error estandar, éste se sustituye en el cdlculo del estadistico Z o t en las

formulas 24 o 25, segun sea el tamafio de muestra:

Z:X_'UHO
Ox

t:X_ﬂHo
%

Este estadistico se utiliza para determinar los valores criticos de la prueba de hipétesis (IC) con las
formulas de las estimaciones de intervalo si se trabaja con la escala original o se emplea
directaente para definir el estadistico de prueba de la hipdtesis. También sirve para determinar los

estadisticos Z y t si se utiliza una prueba con escala estandarizada.
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4.4 Pruebas de hipdtesis para comparar muestras.

En este caso especifico ya no se busca demostrar que los pardmetros de una muestra se ajustan a
los de una poblacién o a un valor hipotético dado por 11,,,. Mas bien se busca comparar su media,
buscando probar que estas sean iguales, mayor en la muestra A respecto a la B o viceversa. Las
posibles pruebas de hipdtesis y las reglas de aceptacion de H, para los posibles casos se

presentan en la siguiente tabla:

Regla de aceptacion con escala Regla de aceptacion con escala Regla de aceptacidn con escala
ID [Objetivo Tipo de prueba _|original (muestra pequefia o grande) estandarizada (muestra grande) _|estandarizada (muestra pequefia)
Determinar si la media de una muestraes a
X H,:-DC< D< DC Hy:-ZC<Z5;<ZC Hy: -tC <t; <tC
| 1ligual alade otra Dos colas
Determinar si la media de una muestra es = -
) H,:D<-DCoDC<D Hy:Zz<-ZC0ZC<Z5 Hy t; < —tCotC< t
2|diferente alade otra Dos colas
Determinar si la media de una muestra es ~ .
. o H,:DC <D HyZC<Z; Ho:tC <ty
3[superioralade otra Colainferior 0
Determinar si la media de una muestra es H, D <—-DC H,: ZE <-7C H, it <—IC
4linferioralade otra Cola superior

Tabla 17 Reglas de aceptacion de la hipétesis nula aplicada a la prueba de hipétesis de diferencias de muestras.

Para ilustrar el empleo de este tipo de prueba de hipdtesis, tdmese la idea original que tenian los
dos empresarios aguacateros de comparar la calidad de sus inventarios, con la finalidad de saber si
el proveedor, que es el mismo para ambos, les vende la misma calidad. Lo primero que hacen los
empresarios es homologar sus escalas de medida, por lo que deciden trabajar con onzas.
Posteriormente, deciden probar la calidad estableciendo como objetivo determinar que la calidad
gue ambos reciben es la misma.

Para poder establecer el ejercicio, recuerde usted el tema de estimaciones de intervalo de
diferencias. En concreto, que las muestras pueden ser independientes o relacionadas. Para este
caso, dado que ambos reciben aguacates del mismo proveedor y este puede determinar qué
calidad mandar a cada cliente, se supondra que la muestra esta relacionada, acoplada o apareada.
Es decir, las muestras no son independientes. Por tanto, deben calcularse diferencias entre los
valores de cada observacion de cada muestra. En este ejemplo se comparara, como referencia, el
inventario de la empresaria de Chicago para el que se realizan los calculos de diferencies entre
observaciones de muestra como sugiere la férmula 14:

D, =x,, —x,, = Peso de aguacate i en inventario Chicago-
Peso de aguacate i en inventario Morelia

Posterior a ello se calculan la media muestral de las diferencias y el error estandar siguiendo el
criterio de muestra acoplada:

_ 2D
D=5 --06932
n
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=0.8928

Dado que se desconoce la desviacion estandar poblacional y no se tiene un dato que se pueda

conocer en base a la experiencia, el cual sea de utilidad para aproximar como desviacidn estandar

poblacional, se emplea el error estdndar anterior como tal.

El comerciante de Morelia (muestra grande)

Aguacate Peso (g) Aguacate |[Peso (g)
1| 6.02999294 16 4.630940879
2| 6.56210303 17 11.49065308
3| 6.73041637 18 12.11979191
4| 8.08539167 19 14.93468555
5| 5.12702893 20 8.008499815
6] 3.45800988 21 3.382731702
7| 4.48129852 22 6.325966735
8| 4.1213832 23 1.246781817
9] 3.5109386 24 1.4895245
10[ 3.79640085 25 0.879262348
11( 3.96400847 26 2.183030375
12 3.83787579 27 3.842599967
13[ 6.90813581 28 10.89484725
14( 4.18758912 29 7.111256588
15[ 1.70988128 30 1.844722109

Valores estadisticos para prueba de
hipétesis(diferencias)

Media de diferencias -0.693273688

Error estandar de diferencias 0.892810705
Estadistico Z de diferencias -0.776506917
Valor critico superior para la prueba 1.959963985
Valor critico inferior para la prueba -1.959963985

La comerciante de Chicago (muestra grande)
Aguacate Peso (g) Aguacate Peso (g)
1| 9.24156638 16| 6.88943702
2| 12.199554 17| 2.80526622
3| 7.82891212 18| 1.26336648
4] 0.34339132 19| 0.32189422
5[ 5.44698856 20] 0.68982456
6] 4.30814406 21) 5.14666579
7| 2.77853698 22] 0.93461195
8| 4.78302773 23] 6.68022055
9[ 2.09992446 241 3.11979453
10| 4.27460843 25] 3.4652034
11| 4.69181648 26] 3.79602008
12| 2.93915238 27] 5.12093613
13| 5.27263691 28] 8.52528354
14| 8.44771181 290 11.7979333
15| 2.32162703 30] 4.56348205
Tabla de diferencias entre muestras
Aguacate Peso (g) Aguacate Peso (g)
1| 3.21157344 16[ 2.25849614
2| 5.63745093 17 -8.68538685
3| 1.09849575 18[-10.8564254
41-7.74200035 19(-14.6127913
5[ 0.31995963 20| -7.31867525
6] 0.85013418 21| 1.76393409
7[-1.70276153 22]-5.39135478
8| 0.66164453 23| 5.43343873
9[-1.41101414 24| 1.63027003
10| 0.47820758 25| 2.58594105
11| 0.72780801 26| 1.6129897
12[-0.89872341 27| 1.27833617
13| -1.6354989 28| -2.3695637
14| 4.26012269 29| 4.68667673
15| 0.61174575 30| 2.71875994

Ya que se tienen estas medidas estadisticas, se procede a realizar la prueba de hipdtesis.
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Definir una hipoétesis nula a demostrar: La hipdtesis a demostrar seria: “El inventario de
aguacates de ambos comerciantes es igual”. Esto se representa con la siguiente hipdtesis nula
a demostrar y su alternativa:

H,:
H,:

Sl O

=0
=0
Se determina, dada la hipoétesis, si es prueba dos colas, cola superior y cola inferior: Aqui es
importante observar, siguiendo las recomendaciones de la tabla 17, que se utiliza una prueba

de hipdtesis de dos colas establecida con la hipdtesis sefialada con ID 1, ya que se busca
demostrar una prueba de igualdad:

Regla de aceptacidn con escala Regla de aceptacidn con escala Regla de aceptacion con escala
ID [Objetivo Tipo de prueba |original (muestra pequefia o grande) |estandarizada (muestra grande) estandarizada (muestra pequefia)
Petermlnarm la media de una muestraes 15 :—DC<B< DC Hy:~7C < Z; < ZC Ho: ~1C <15 <IC
| lligual alade otra Dos colas 0
3. Se determina la funcion de probabilidad a utilizar: En este caso, al ser muestra grande, se

emplea la gaussiana (normal estandar) y, por ende, se emplea un valor Z.

Se define el grado de significancia: La muestra con que se trabaja es de 30 piezas. Por tanto, la
empresaria decide utilizar un valor Z que corresponda a un nivel de significancia de 5%. Al ser
esta una prueba de dos colas, se debe buscar un valor Z en tablas que corresponda a 97.5% de
probabilidad Esto le lleva a un valor Z de 1.9599.

Se define si se trabaja con la escala original o con una estandarizada: Se determina trabajar
con escala estandarizada. Con esto, lo que se busca es determinar el valor critico (IC) del
intervalo superior como el valor Z que corresponde a:

IC =Vador Z deintervalo superior 97.5% =1.9599

Ya que se tienen los valores criticos de la prueba, se procede a calcular el estadistico de
prueba con valor Z dado por la formula 24:

_ X1y, _~0.6932-0
o 0.8928

D

Z =-0.7765

Se define la regla de aceptacién: Dado que la prueba a realizar es una prueba de igualdad de
dos colas, se definid, como zona de aceptacion, a todos los valores de Z que se encuentren
entre—[C e IC . Esto lleva a la siguiente regla de aceptacion:

Aceptar H:Si —IC< Z < IC.
Aceptar H:Si Z<-IC0Z2>1IC .
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Se comparan los valores criticos fijados con el estadistico (media muestral) y se determina si se

acepta la hipétesis nula (/1)) o se abre paso a la alternativa ( /7, ):

Hyo

D

z oy

-IC

IC

Conclusion

o

-0.69327369

-0.77650692

0.8928107

-1.95996398

1.95996398

La media muestral se encuentra en zona de aceptacion

0.4

0.3

0.2

0.1

Prueba de igualdad de dieferencias con muestras grandes (n>30) y escala estandarizada

Probabilidad normal
Zona de aceptacion

Valores Z criticos (IC e IC)
Valor Z de media de diferenias

>~

Conclusion: En base a las diferencias calculadas entre el inventario de la empresaria de Chicago y
el de Morelia, se concluye que la calidad que reciben ambos de su proveedor es la misma. Por

tanto, se acepta el hecho de que reciben el mismo tipo de aguacate.
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5 Prueba de hipoétesis: Las técnicas Ji- cuadrada y ANOVA

Hasta ahora se ha visto el caso en el que se realizan pruebas de hipdtesis comprobando medias
muestrales respecto a una media poblacional o una media hipotética. A su vez, se hicieron
comparaciones de diferencias de medias muestrales entre dos poblaciones diferentes.

Dentro de los supuestos que se han manejado es determinar que existe dependencia o
independencia en dichas poblaciones, por un lado y que estan ya sea normalmente distribuidas (si
se trata de una poblacidon o muestra grande) o t-Student distribuidas si se trata de una muestra
pequefa.

En este tema especifico utilizaremos un tipo de técnica de comprobacion de hipdtesis conocido
como la técnica Ji-Cuadrada, la cual nos servira para realizar dos cosas:

1. Determinar si dos o mads variables o atributos de interés son independientes en base a los
datos obtenidos en la muestra.

2. Determinar si el comportamiento de los datos con que se cuenta se explican o no con una
distribucién de probabilidad determinada como puede ser la normal, la t-Student u otro tipo
de casos como son la F, la binomial, la Weibull, la Gumbel, la Poisson, la uniforme u otras.

3. Determinar si la varianza de una muestra es igual, inferior o superior a sierto valor hipotético,
poblacional u objetivo.

Otro tipo de técnica de comprobacion de hipétesis que se revisara sera la prueba ANOVA (siglas en
idioma inglés de Analisis de varianza —Analysis Of VAriance-) en la cual no se comparan medias
directamente, como en la técnica clasica; sino que se contrastan las varianzas. Esta prueba
permitira, a su vez, ya no comparar solo dos muestras de manera conjunta. Mas bien, ayudara a
realizar lo siguiente:

1. Comparar 2 o mas muestras o poblaciones al mismo tiempo con la finalidad de determinar
si son o no iguales sus medias.

2. Comparar 2 o mas muestras o poblaciones al mismo tiempo con la finalidad de determinar
si son o no iguales o diferentes sus varianzas.

5.1 Latécnica Ji-Cuadrada

5.1.1 Prueba de hipdtesis para demostrar independencia.

Ahora se revisara el empleo de la técnica Ji-Cuadrada para determinar si los atributos de dos o mds
variables en una muestra o poblacidon son independientes o no. Por ejemplo, Steve Jobs pudo
hacer una encuesta mas amplia y detallada que la previamente vista en donde se asignaron
calificaciones, y ahora preguntar a diferentes individuos de los cuatro segmentos o estratos
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previamente estudiados™® si preferirian Mac dados algunos atributos de la misma como son
rapidez de arranque, el tamafio de la computadora y la compatibilidad con Windows. Después de
preguntar esto, Jobs pudo sospechar que los diferentes resultados de cada atributo se relacionan a
las necesidades profesionales o personales de cada individuo en cada estrato realizado. Es
entonces que pudo plantearse el cuestionamiento de si ¢Realmente los atributos estudiados vy el
estrato al que pertenece el individuo muestreado tienen relacidn cercana para determinar la
preferencia de los individuos?

Este cuestionamiento se lo planted después de aplicar las encuestas, recolectar los datos y
organizar los mismos a través de una tabla de contingencia como la siguiente:

Estrato profesional
Atributo/estrato Estrato 1 Estrato 2 Estrato 3 Estrato 4 Total
Arranque 10 4 6 6 26
Tamaino de computadora 2 11 4 8 25
Atributo [Compatibilidad con Windows 8 5 10 6 29
Total muestreado por Estrato 20 20 20 20 80

Tabla 18 Tabla de contingencia con los tres atributos del muestreo de Jobs.

Tabla de contingencia: Tabla que contiene R renglones y C columnas. Cada rengldn corresponde a
un nivel de una variable; cada columna, a un nivel de otra variable. Los datos del cuerpo de la tabla
son las frecuencias con que ocurre cada combinacion de variables y los totales en cada extremo
son la suma de esas frecuencias por renglén o por columna.

El enunciado de la hipdtesis a plantear en este caso seria: “Las variables atributo de la
computadora y estrato profesional estdn relacionadas entre si y, por tanto pueden influir en la
preferencia del usuario de la computadora.”

Para fines de comprobacion de hipétesis debe plantearse la hipdtesis nula /. Para ello se define

la frecuencia observada de cada combinacidon de atributos y estratos de la tabla 18 como sigue:

" Estrato 1: Arquitectos ingenieros, matematicos, fisicos, investigadores y profesionistas que ocupen
procesamiento de calculo.

Estrato 2: Disefiadores graficos, artistas de medios, musicos y gente que ocupe procesamiento grafico.
Estrato 3: Amas de casa, estudiantes y gente mayor.

Estrato 4: Contadores, abogados, economistas, financieros y otros profesionistas.
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Estrato profesional
Atributo/estrato Estrato 1 Estrato 2 Estrato 3 Estrato 4 Total
Pa Arranque pal pa2 pa3 pad 26
Pt Tamaiio de computadora ptl pt2 pt3 ptd 25
Atributo Pc Compatibilidad con Windows [pcl pc2 pc3 pcd 29
Total muestreado por Estrato 20 20 20 20 80

Tabla 19 Codificacion como variables de las frecuencias observada segiin cada combinacidn de atributos y estratos en
la tabla 18.

Con la codificacidn anterior se llega a la siguiente hipétesis nula y su alternativa:

Férmula 23: Definicion de la hipétesis nula de la prueba de hipdtesis de dependencia del
ejercicio de Steve jobs.

H,: pla= pa2= pa3= pad= ptl= pt2 = pt3= ptd= pcl= pc2= pc3= pcd
H,:pla+# pa2# pa3+# pad+ ptl+ pt2+# pt3# ptd+ pcl+ pc2+ pc3+# pcd

Antes de iniciar, es de necesidad observar que esta prueba puede emplearse de manera inversa.
Es decir, se puede emplear también para demostrar si hay independencia o no en los datos
estudiados. Esto seria como sigue:

H,: pal# pa2+# pa3# pad # ptl+ pt2 # pt3+ ptd # pcl# pc2 # pc3+ pc4
H,:pal= pa2= pa3=pad=ptl=pt2=pt3=ptd=pcl=pc2= pc3=pc4

El cambio formal u operativo en cada situacidn se da por la ubicacién de la zona de aceptacion.
Para fines de este ejemplo, solo interesa demostrar que hay dependencia entre las dos variables y
eso implicaria que las frecuencias observadas son estadisticamente (no numéricamente) iguales.
Tal como se planted en la férmula

Como en toda prueba de hipétesis y al igual que el caso de la técnica cldsica, se debe de trabajar
con alglin estadistico que preferentemente esté explicado por una funciéon de densidad de
probabilidad. En este caso se utiliza el estadistico ji-cuadrada dado por la siguiente funcion:

Férmula 24: Estadistico ji-cuadrada para demostrar hipétesis.

2 fo_f; :

En la misma surgen dos variables de vital importancia para esta técnica de comprobacién de

hipotesis. La primera de ellas es f,, que se refiere a la frecuencia observada en alguna celda de la

tabla de contingencias. Por ejemplo, la frecuencia observada de las personas que prefieren la Mac
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dado el arranque y que forman parte del estrato 1 (Arquitectos ingenieros, matematicos, fisicos,
investigadores y profesionistas que ocupen procesamiento de calculo) seria de:

fO,pal = 10

Lo mismo se determina para las frecuencias de las diferentes combinaciones de atributo y estrato.
Las mismas se presentan en la tabla 18.

El segundo concepto de interés viene dado por f, que es la frecuencia esperada para ese

atributo. En este punto usted puede observar una pequena similitud de esta técnica con la clasica.
Se comparan valores observados contra valores esperados. La forma de determinar la frecuencia
esperada se hace a través de las sumas de renglones (7R) y columnas (7C) y el nimero de
observaciones (7).

Férmula 25: Cdlculo de la frecuencia esperada en cada combinacidn de variables o atributos.
TR-TC
fe =
n

Siguiendo con el ejemplo de pgl, se tendria el siguiente calculo de frecuencia relativa:

_TR-TC 20-26
- n 80

f 6.5

Si se hace el calculo de frecuencias esperadas para cada uno de los casos de interés se tiene la
siguiente tabla de frecuencias esperadas:

Estrato profesional
Atributo/estrato Estrato 1 Estrato 2 Estrato 3 Estrato 4 Total
Pa Arranque 6.5000 6.5000 6.5000 6.5000 26
Pt Tamano de computadora 6.2500 6.2500 6.2500 6.2500 25
Atributo Pc Compatibilidad con Windows 7.2500 7.2500 7.2500 7.2500 29
Total muestreado por Estrato 20 20 20 20 80

Tabla 20 Tabla de frecuencias esperadas segiin cada combinacidn de atributos y estratos en la tabla 18.

Con esto se pueden sustituir ahora los valores de frecuencia observada de cada combinacién de

atributos de la tabla 18 y de frecuencia esperada de la tabla 20 para realizar el cdlculo de la

formula 24. Esto se detalla en la siguiente tabla de calculos:
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2
Combinacién de (f _f )2 M
atributos /o Je o Je
pal 10 6.5 12.25[ 1.88461538
pa2 4 6.5 6.25] 0.96153846
pa3 6 6.5 0.25] 0.03846154
pad 6 6.5 0.25] 0.03846154
ptl 2 6.25 18.0625 2.89
pt2 11 6.25 22.5625 3.61
pt3 4 6.25 5.0625 0.81
ptd 8 6.25 3.0625 0.49
pcl 8 7.25 0.5625| 0.07758621
pc2 5 7.25 5.0625| 0.69827586
pc3 10 7.25 7.5625| 1.04310345
pcd 6 7.25 1.5625| 0.21551724
X2 :z( fo _fe )2
ﬁ 12.7575597

Tabla 21 Calculo del estadistico ji-cuadrada para el ejemplo de la prueba de hipétesis de dependencia de Steve Jobs.

Ya que se tiene este estadistico ji-cuadrada, lo que corresponde realizar es el contraste del mismo
con una zona de aceptacién y de rechazo en el contexto de una distribuciéon de probabilidad.
Observe usted que no se trata de un contraste de técnica cldsica con una distribucién normal o
una t-Student; sino un estadistico ji-cuadrada (o Xz). Por lo tanto, la distribucién de probabilidad
de interés es una que se denomina distribucion de probabilidad ji-cuadrada. Ahora veremos de
qué se trata la misma.

5.1.2 Distribucion de probabilidad ji-cuadrada.

Recuerde usted que las distribuciones normal (gaussiana) y t-Student son simétricas e incluyen
valores de probabilidad tanto a la izquierda como a la derecha del cero. Estas distribuciones de
probabilidad son muy utiles para muchos fendmenos como los revisados. Sin embargo, cuando se
trata con valores que solo son positivos, serd de mucho interés tener una distribucion de
probabilidad que nunca tenga valores negativos en su distribucién de probabilidad. Por ejemplo, el
precio de una accién nuca tendrd valores negativos pero, en repetidas ocasiones de nuestros
ejercicios, las estimaciones de intervalo llevaban a limites inferiores negativos que no era légico
gue existan. Por ejemplo, podriamos tener la estimacién de intervalo del precio de una accion, las
calificaciones de un grupo de clase o el peso de los aguacates dadas por:
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Limite superior 6
Estimacién puntual 2
Limite inferior -1

Observe coémo se tiene un limite inferior negativo en los valores del peso de aguacates.
Claramente esto no es posible en términos légicos. Sin embargo, usted hizo caso omiso en las
estimaciones de intervalo y en la prueba de hipétesis de técnica clasica por que simplemente
sustituyd el-1 por 0 y aproxima sus intervalos como sigue:

Limite superior 6
Estimacién puntual 2

Limite inferior

Ahora, hay casos en que el problema estudiado no nos permite darnos el lujo de tener valores
negativos en los intervalos. Para estos casos se utilizan otro tipo de funciones de probabilidad
como es el caso de la ji-cuadrada. De hecho esta es de las mas socorridas para hacer estimaciones
de intervalos y pruebas de hipdtesis para actividades como son las siguientes:

e Determinar el nimero de personas que entran a un supermercado en una determinada
hora (estara de acuerdo que no se pueden hacer estimaciones de intervalo que digan
“entran -30 personas).

e Aplicaciones de administracién de riesgos crediticios como son, determinar el monto de
pérdida potencial que un banco puede tener por hacer préstamos de tarjeta de crédito o
definir ¢cual es la probabilidad de que nuestra cartera de clientes acreditados nos haga
perder X cantidad de dinero por incumplimiento de pago?

e Determinar si el nUmero de conexiones a nuestra pagina por medio internet de internet es
igual a un numero objetivo.

e Determinar que la varianza de nuestros datos es igual, inferior o superior a un valor
objetivo (no existen varianzas negativas de ahi la necesidad de determinar probabilidades
Unicamente de valores positivos).

e Las que, de momento, nos interesan mas:

0 Determinar si dos variables, dada la frecuencia de la combinacién de ambas en
una tabla de contingencia, son dependientes o independientes.

0 Determinar si un conjunto de datos se distribuye o explica con una funcién de
densidad de probabilidad determinada (prueba de bondad de ajuste).

0 Determinar si la varianza de una poblacién, inferida a partir de una muestra de
datos, se ajusta a un objetivo preestablecido.

¢De donde surge la distribucién ji-cuadrada? écdmo se determina de manera intuitiva? Recuerde
usted que no nos permitimos tener nimeros negativos en la distribucion de probabilidad por
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tanto ¢Qué pasa si, en una distribucién normal estandar elevamos los valores Z al cuadrado? Vea
usted qué sucede.

Distribucion normal cuando se eleva al cuadrado los valores Z

0.4 T T T T T T T
: : : : Distribucién normal con Z
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Grafica 29 Generacion intuitiva de la distribucién Xi*2 a partir de la normal.

Recuerde usted que los valores Z se obtienen de estandarizar los valores de x; :

Por los tanto la distribucidn de probabilidad de la linea gruesa se obtiene de elevar al cuadrado a
x.. Como un dato cultural que le sera de mucho interés, la letra x tiene una letra equivalente en

oz

el griego y esta letra se llama “ji” en ese alfabeto. Por tanto, si usted eleva al cuadrado x;, tiene

una x,.2 (ji-cuadrada). De ahi viene el nombre de la distribucidn que nos interesa. Sin embargo, la
derivacion de esta distribucién de probabilidad es mucho mas sdlida que eta mera explicacién
intuitiva. Su desarrollo y explicacién a la luz de la matematica estadistica sale de la dptica de las
presentes notas del profesor. Sin embargo, solo para fines de ilustracién, se presenta su férmula
de calculo:

Férmula 26: Funcion de densidad de probabilidad ji-cuadrada.

- —x. !
xi(v 2)_ex,2

2 [ ——
PED= 20 12)

Note usted como, a parte de los valores x,, se emplean los grados de libertad (GL 0 v ). El épor

qué? lo veremos en breve de manera intuitiva. Baste ahora con observar que, adicional a los
datos, se ocupan ciertos grados de libertad para determinar la funcién de probabilidad. Para
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ilustrar el impacto de los mismos, véase la siguiente grafica donde se emplean 1, 5y 15 grados de
libertad (GL O v ):

Distribucién Xi2

T i i i i

. | = Distribucién 2 y GL=1
Distribucién X2y GL=5 ||
Distribucién Xi° y GL=10

T
|
|
|
,,,,, | ]
| |
| |
| |
| |
I i | i I
| | | | |
| | | | |
| | | | |
g - —— - IR R
| | | | |
| | | | |
| | | | |
| | | | |
N e [ r—--- T T T
| | | | | |
| 1 | | | |
| ! L I o —
e I i
10 12 14 16 18 20

Valores Xi?2

Grafica 30 Calculo de la distribucidn ji-cuadrada con diferentes grados de libertad.

Note usted cdmo, conforme se incrementan los grados de libertad, la distribucidn ji-cuadrada se
parece mas a una normal o al menos es simétrica. La Unica diferencia de interés esta en que se
tiene una distribucién de probabilidades en la que ninguno de los valores modelados es negativo,
lo que asegura nuestro interés original expresado lineas atras.

Ahora, aqui también se emplean grados de libertad como en la distribucion t-Student. Sin
embargo, la forma de calcularlos es diferente. En esta distribucién se determinan como sigue:

Férmula 27: Determinacidn de los grados de libertad en la funcion de densidad de probabilidad
ji-cuadrada.
v = (namero de renglones-1) - (nimero de columnas-1)

La razén intuitiva de esto se puede identificar facilmente a partir de la tabla de contingencia del
ejemplo de Steve Jobs que nos interesa:

Estrato profesional
Atributo/estrato Estrato 1 Estrato 2 Estrato 3 Estrato 4 Total
Pa Arranque pal pa2 pa3 pasd 26
Pt Tamaio de computadora ptl pt2 pt3 pt4 25
Pc Compatibilidad con Windows [pcl pc2 pc3 pcd 29
Total muestreado por Estrato 20 20 20 20 80

Grafica 31 Determinacion de los grados de libertad con la tabla de contingencias del ejemplo de Steve Jobs.
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Para identificar el nimero de grados de libertad en la primera columna observe como pal y ptl
tienen valores de eleccidn libre para usted. Sin embargo, el valor de pcl ya no es libre porque su

magnitud es fundamental para que la suma de pal, ptl y pcl sea de 20. Lo propio sucede en las
otras dos columnas. Ahora, si usted replica el ejercicio en los renglones y marca con amarillo las

celdas que deben mantenerse sin cambio para que resulten los valores de la sumatoria por
columnas o por renglones, observara que solo tiene usted seis valores de libre eleccién (pal, pa2,
pa3, ptl, pt2 y pt3). Si usted tiene una tabla de contingencias mas complicada, puede utilizar la

formula 26 y llegar al mismo resultado:

v = (ndmero de renglones-1) - (nimero de columnas-1)
v=(31-(41)=2-3=6
Por lo tanto, usted puede calcular valores criticos o xf (el equivalente a valores t o z) partiendo de

un nivel de significancia deseado como puede ser, a manera de ejemplo, a=5% y con los 6 grados

de libertad del ejemplo de Jobs, usted llega a un valor xia‘v =24.99 puede elaborar la siguiente

grafica con un valor critico de rechazo representado con una linea punteda:

Prueba de hipétesis de ejemplo de Steve jobs
T

0.1
| \

0.04
‘ Zona de rechazo de hipétesis de dependencia entre variables

ebas de dependencia entre variables ‘

T
L |
\
008 | \\ ‘

‘ \

50

25
Valores Xi2

Grafica 32 Prueba de hipotesis de dependencia entre la variable atributo y estrato en el ejemplo de la preferencia por

Mac hecho por Steve Jobs.

Note usted las siguientes situaciones de interés potencial:

1. La media global de frecuencia observada de las ocho combinaciones de variable (atributo y
estrato, es decir, pal, pa2, pa3, pa4, ptl, etc.) es de 6.667. O sea una frecuencia media (o
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esperada) global de 6.66. Esta se aprecia claramente como el valor de mayor probabilidad
en la distribucion (note usted cémo los valores esperados de cada celda o combinacion de
variables es muy similar a este variable en la tabla 20).

2. Ahora, lo que se busca es determinar qué tan separada estd la frecuencia de
observaciones de preferencia en cada combinacidn de atributo y estrato respecto a un
valor esperado determinado con la férmula 25.

_TR-TC
n

Je

Esta separacion en cada cado se suma. Si la misma se encuentra un valor menor o igual a
esa media global, se puede aceptar el hecho de que las variables estan estrechamente
relacionadas e influyen en la preferencia que una persona tiene por la Mac, dado el
atributo y el estrato. Es decir, los profesionistas que requieren capacidad de cdlculo
(ingenieros, matemdticos, etc.) prefieren un arranque rapido y compatibilidad con
Windows en relacidn a las amas de casa.

3. Ahora, si la diferencia es muy grande (es estadisticamente superior a la media de
frecuencias por preferencia global en cada combinacidn de atributo y estrato), se debera
rechazar a la hipétesis de dependencia entre variables utilizando el estadistico Ji
determinado con la férmula 24:

, (1)
w- g

Que, para el ejemplo estudiado, es de:

X? = Z M =12.7575

e

En base al razonamiento anterior, la prueba que debe de realizarse es una prueba de cola superior
y establecer la siguiente regla general de aceptacion:

e Aceptar H, si X° <xfw.

e Rechazarla en caso contrario.

En base a los calculos hasta ahora desarrollados con la aplicacion de la formula 24 al ejemplo vy el
valor critico determinado con un nivel de significancia de 5% (se busca como 0.95 en la tabla de

valores ji-cuadrada) y 6 grados de libertad que, para este caso es de xf5%,e =24.9958, se tiene el

siguiente resultado (que se aprecia claramente en la grafica 32):
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2 2
X <X o6

12.7575< 24.9958

En base al contraste de hipdtesis realizado, se tienen elementos estadisticos suficientes para
aceptar la hipdtesis nula de que la variable estrato profesional y la variable atributo de la
computadora estan estrechamente relacionadas para determinar la preferencia del individuo por
una Mac. Por lo tanto, Steve Jobs aplicéd una encuesta adecuada y enfocé una adecuada estrategia
de desarrollo, produccién y marketing para vender una computadora que satisfaga las necesidades
de diferentes personas y que tuviera una mayor demanda.

5.1.3 Algunas consideraciones a tomar con la prueba ji-cuadrada.

Existen dos situaciones que deben tenerse presente al momento de realizar pruebas con la técnica
ji-cuadrada para los tres usos que interesan:

1. Nunca se deben trabajar con tablas de contingencia que tengan frecuencias menores a 5.
Es decir, que el valor de una celda sea menor a 5. Si en algin momento se presentara este
caso en dos o mas celdas, podemos eliminar algunas categorias (renglén o columna) y
combinar los valores de la (s) eliminada (s) con otra que esté en el mismo caso y asi lograr
frecuencias mayores o iguales a 5. Sin embargo, esto tiene la limitante de la pérdida de
una o varias categorias y el examen de independencia entre variables quedaria muy
parcial.

2. Si, por alguna circunstancia, el valor ji-cuadrada derivado con la férmula 24 diera cero,
debe sospecharse del resultado ya que se puede estar en presencia de un problema de
una inapropiada recoleccién de datos.

5.1.4 Prueba de hipoétesis ji cuadrada para bondad de ajuste (determinar la funcion
de probabilidad a emplear en un grupo de datos).

Ahora se revisara uno de los usos mas comunes que tiene la prueba con distribucion ji-cuadrada:
Determinar si el comportamiento de un grupo de datos se explica con alguna funcién de densidad
determinada.

Como ha visto hasta ahora, el andlisis de prueba con técnica ji-cuadrada se enfoca a trabajar con
tablas de contingencias en donde se presentan las diferentes frecuencias observadas en las
diferentes combinaciones de variables. Sin embargo, cuando se tiene una serie de datos, no
siempre se puede hacer una tabla de frecuencias, salvo que sea el histograma, de los datos debido
a que se deben fijar clases o intervalos discrecionales. Existen algunas otras distribuciones de
probabilidad como la binomial, la Poisson u otras que se enfocan a eventos aleatorios discretos
(Recuerde usted la definicidn correspondiente) y en estas se puede hacer un andlisis de bondad de
ajuste con técnica ji-cuadrada que no difiere mucho del anteriormente realizado. Si desea
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profundizar en el tema de prueba de bondad de ajuste de diferentes distribuciones de
probabilidad puede usted consultar el libro de Levin y Rubin (2004, pags. 462-465) el cual resulta
una excelente introduccién al tema. El mismo no se desarrolla en las presentes notas debido a que
la l6gica de razonamiento podria salirse, de manera observable, de la l6gica de presuponer que los
datos con que se trabaja, estan normal o t-Student distribuidosl.

En estas notas nos limitaremos, con la finalidad de solo sensibilizarle al empleo de la distribucion
de probabilidad ji-cuadrada, a determinar si los datos con que se trabaja estan o no normalmente
distribuidos. Para ello, se utilizara el calculo de un estadistico elaborado ampliamente utilizado en
la Econometria y el analisis estadistico y el cual fue elaborado por un Mexicano (Carlos Jarque®) y

Anil Bera. El mismo se conoce como estadistico Jarque-Bera.

La légica del estadistico Jarque-Bera parte de dos conceptos fundamentales inherentes a una
funcién de probabilidad como es la normal:

e Sesgo: Se refiere a que la media y mediana no son iguales y, por lo tanto, la forma de la
distribucién de probabilidad normal no es igual de simétrica a la que deberia esperarse:

Grafica 33 Comparativo de sesgo negativo y positivo en una distribucién de probabilidad normal respecto a su forma
teorica correcta.

Note usted coémo la gréfica de la distribucidon de probabilidad no es tan simétrica como
deberia de ser (linea gris punteada) y tiene una cola mas larga a la izquierda o a la
derecha. Cuando la cola mes mas larga a la izquierda se dice que se tiene un sesgo
negativo ya que es mayor la probabilidad de tener valores mas negativos que positivos. En
caso contrario, se dice que se tiene un sesgo positivo (Grafica de la derecha) por que se
tienen mayores probabilidades de tener valores mas positivos que negativos.

> Actuario y economista mexicano que ha sido representante del Banco Interamericano de Desarrollo en
Europa y asesor del mismo, director de estudios econdmicos de Telmex, director del INEGI, director de
Estadistica en la ONU, Secretario del Plan Nacional de Desarrollo y Secretario de Desarrollo Social. Es uno de
los cientificos mas citados de nuestro pais.
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Recuerde usted que una distribucion de probabilidad normal debe ser simétrica, es decir,
gue se tengan la misma cantidad y probabilidades en los valores tanto positivos como
negativos. Por lo tanto, si usted calcula las probabilidades de sus datos y la distribucion de
probabilidad tiene sesgo positivo o negativo, se tiene un claro indicio de que los datos
pueden no ser normalmente distribuidos.

El sesgo de la distribucidn de probabilidad de los datos se calcula como sigue:

Férmula 28: Determinacion del sesgo en una funcion de probabilidad normal

n

> (x—p) I

_ =l
sesgo = 2

El valor apropiado del sesgo debe de ser de cero. Si el valor del sesgo, como previamente
se vio, es positivo, se tiene un caso como el de la derecha en la grafica 33. Si es negativo,
se tiene el caso de la izquierda y los valores negativos son mas probables de tenerse.

El término sesgo también puede conocerse como asimetria ya que hace alusién a esta
situacion observada en la distribucion de probabilidad. El origen del sesgo o asimetria en
una funcién de probabilidad normal se origina cuando la media, la mediana y la moda no

son iguales. Esto se puede ilustrar a continuacién:

f/l I\ I

3|Ii'|:1iﬁ_'--.‘l l Moda Media :\hdn‘]_l T \“H'Medjﬂ
Mediana Mediana Mediana
Aloda
Asiménea hacia Simétrica Asimeélrica hacia
la izguierda la derecha

Kurtosis (también se escribe en espafiol como curtosis): La kurtosis (o curtosis) se refiere
a la propiedad del tamafio de las colas que tiene la distribucion de probabilidad. Para
ilustrar la idea se tiene la siguiente grafica que compara diferentes niveles de kurtosis
resultantes del tamafio de las colas de probabilidad:
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Curhosis de distribucian ]

Dimnbucionas

Una funcién de probabilidad normal estdndar debe tener la forma de la funcidn de
probabilidad b (mesokurtica) ya que las probabilidades que se lograrian con los diferentes

valores de x; se apegan a la descripcion de la funcién de probabilidad descrita en la

formula 5. Cuando se tiene el caso de una probabilidad leptokurtica (con colas mas cortas
que la distribucién normal) se observa que las probabilidades de suceso se concentran en
los valores cercanos a la media y le dan poca probabilidad (menor en relacién a la
distribucién normal) a los valores mds extremos a la derechay a la izquierda.

Cuando se tiene el caso contrario (una distribucién platikurtica), los valores mas extremos
tienen mayor probabilidad de suceso que el caso de una normal.

Como se ha visto, una distribucion normal debe ser mesokurtica. Si no es asi, la
probabilidad que modela el comportamiento de los datos no es gaussiana. Por lo tanto
debe calificarse el grado de kurtosis con la siguiente medida:

Formula 29: Determinacion de la kurtosis:

n

35— I

kurtosis = F————

(o)

Si la kurtosis que se logra es de 3, la distribucion que modela los datos es mesokdrtica y se
puede suponer que es una normal. Si es menor a 3, la distribucién es mesokurtica (colas

mas cortas que la normal) y, en caso contrario, es leptokurtica (colas mas largas de lo
habitual).

Ya que se revisaron los conceptos de sesgo y kurtosis, se esta en posibilidad de derivar el
estadistico Jarque-Bera. Este se determina con la siguiente funcién:

Férmula 30: Cdlculo del estadistico Jarque-Bera:
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sesgo’ N (kurtosis —3)?
6 24

JB=n

Para mostrar la idea que se busca exponer respecto a este estadistico se retoma el ejemplo de la
comerciante de Chicago para determinar si la funcion de probabilidad que explica el
comportamiento de los datos de peso de su inventario es una normal. Como una pista inicial, se
observa que no existen valores negativos (no existe, por ejemplo, un peso de -3.8 0z.) por lo que
una distribucidn como la ji-cuadrada podria ser mds apropiada.

Sin embargo, se revisan los datos y se determinan los calculos de sesgo, kurtosis y estadistico
Jarque-Bera que lleva a un valor de 179.1553. Esto se aprecia en la siguiente ilustracion:

Calidad del inventario de la comerciante de Chicago (muestra grande)
IAguacate Peso (g) numerador sesgo numerador kurtosis |Aguacate Peso (g) numerador sesgo numerador kurtosis
1] 9.24156638 3.048 13.72937902 16 6.889437022 0.333 0.716037508
2| 12.199554 13.855 103.4011521 17 2.805266224 -0.240 0.463761028
3| 7.82891212 0.986 3.048040105 18 1.263366478 -1.397 4.850728712
4| 0.34339132 -2.826 12.4165229 19 0.321894217 -2.868 12.66134239
5] 5.44698856 0.012 0.008489854 20 0.689824563 -2.209 8.939403941
6| 4.30814406 -0.003 0.001123158| 21 5.14666579 0.002 0.000942667
7| 2.77853698 -0.250| 0.489972554; 22 0.934611953 -1.832 6.964897101
8| 4.78302773 0.000] 1.55083E-07| 23 6.680220548 0.245 0.475705774
9| 2.09992446 -0.611 1.610999366 24 3.119794535 -0.141 0.227768305
10| 4.27460843 -0.003 0.001518298| 25 3.4652034 -0.069 0.087092731
11| 4.69181648 0.000 1.33892E-07| 26 3.796020078 -0.028 0.026087541
12| 2.93915238 -0.194 0.347927573 27 5.120936133 0.002 0.000727433
13| 5.27263691 0.005 0.002752374 28 8.525283542 1.813 6.86813977
14| 8.44771181 1.704] 6.322693108 29 11.79793331 11.737 82.87611367
15| 2.32162703 -0.469 1.133748637] 30 4.563482046 0.000 2.9929E-05
media 4.73658462 Prueba de hipétesis de idad con istico Jarque-B
varianza 9.78860179| -
sesgo total 1.55820757 ‘
kurtosis total | 14.5590772| ~ 095T ‘ Probabilidad x? con GL=29 1
Jarque-Bera | 179.155386 ‘ Valor critico @ 0=5% y GL=29
alor critico 42.557 0.04 ‘ Estadistico Jarque Bera |
0.03 ‘ 1

0.02 ‘ b
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llustracién 3 Resultado de aplicar la prueba de hipétesis de bondad de ajuste a la distribucién normal con la técnica ji-
cuadrada.

En la misma se aprecian las columnas tituladas “numerador sesgo” y “numerador kurtosis” que

3
indican los términos (xl. —,u) Iny (x,.—,u)4/n de las formulas 28 y 29 respectivamente. En la

parte de abajo se calculan con estos términos la kurtosis y sesgo totales (de todos los datos de la
muestra), asi como el valor del estadistico Jarque-Bera con la férmula 30).
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Si se determina el valor critico ji-cuadrado con 5% de significancia (95% en tabla ji-cuadrada) y 29
grados de libertad (en breve veremos cdmo se calcularon los mismos) se tiene un valor critico de
42.5570. La regla de aceptacion o rechazo para la hipdtesis de normalidad es igual que la de
dependencia previamente revisada:

e “Se acepta la hipotesis de normalidad en los datos si el estadistico Jarque-Bera es menor
al valor critico dado el nivel de significancia y grados de libertad”.
e “Serechaza la hipétesis de normalidad en los datos en caso contrario”.

Ya para concluir el tema de prueba de bondad de ajuste a una distribucion normal con el
estadistico Jarque-Bera se tiene que el cdlculo de los grados de libertad es igual que en el caso de
una distribucion t-Student:

Férmula 31: Determinacion de los grados de libertad en la prueba de bondad de ajuste con la
técnica ji-cuadrada
GL=v=n-1

5.1.5 Prueba de hipétesis ji-cuadrada para hacer inferencias sobre la varianza de una
sola poblacién (o muestra).

En este tipo de prueba de hipdtesis se determinara si la varianza que se calcula en una muestra de
datos o poblacién es igual, mayor o menor a algun nivel de varianza objetivo predeterminado (

O'f,o ). La |dgica de la prueba de hipdtesis es muy similar al método de valores Z o t empleado en la

técnica clasica. Es decir se debe determinar un estadistico ji-cuadrada que en breve se delimitard y
extraer un valor ji-cuadrada tanto para el intervalo superior como el inferior (valores criticos),
segun el caso que aplique (si es prueba de una o dos colas).

Otra diferencia obvia y fundamental de la prueba ji-cuadrada es que no emplea una distribucion
normal o t-Student para fijar los mencionados valores criticos.

Para exponer la forma de realizar pruebas de hipdtesis relativas a varianzas en una poblacion se
tiene de nuevo el ejemplo de la empresaria de Chicago. Anteriormente buscé demostrar que la
calidad promedio de un embarque que le mandaron era igual a 3.8 Oz con un nivel de significancia
() de 5%. Sin embargo se percatd de que, a pesar de esto, la variabilidad del peso de cada
aguacate dentro de la muestra respecto a su media muestral es muy alta. Por tanto, ahora buscé
refinar su analisis y decir “Ok el inventario tiene una calidad promedio igual a la buscada. Sin
embargo, tal vez, por ser un promedio, no se aprecie bien que hay piezas demasiado pesadas y
otras demasiado ligeras por lo que la calidad buscada no es uniforme”. Esta falta de uniformidad
es aproximada con la varianza de los pesos. Entonces, para no tener problemas con sus clientes (lo
estadounidenses son muy exigentes con la calidad de su comida), la empresaria de Chicago busca
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gue ahora el embarque tenga una varianza de maximo 1.21 que se da por la desviacidn estandar

que ella tiene por experiencia previa con su proveedor (Gfm = (1.1)2 ). Por tanto, lo que debe ella

hacer es una prueba de hipdtesis de cola inferior para demostrar que ahora la varianza es la que se
ajusta a los objetivos establecidos. Por ejemplo, puede establecer la siguiente hipdtesis nula y
alternativa:

H,: “El embarque recibido tiene una varianza menor a 1.21 0z.”

H , : “El embarque recibido tiene una varianza mayor a 1.21 0z.”

Para poder determinar esto, la empresaria calculé el siguiente estadistico ji-cuadrada:

Férmula 32: Determinacion del estadistico ji-cuadrada para pruebas de hipoétesis de varianzas de
una sola muestra.
_(n- 1)s?

2
O ho

XZ

Recuerde que es la varianza de muestra pequefia empleada con la distribucion t-Student:

2 Z(xi _“)Z

S =
n-1
Sustituyendo los valores del ejercicio, se llegé al siguiente estadistico:

2 _ (30-1)-9.7886
1.21

=234.61

Ahora, se busca en tablas el estadistico equivalente a 5% de probabilidad (como es de cola inferior
se busca tal como esta en tablas. Es decir, 0.05) y 29 grados de libertad:

Xy 20 =17.7084
Esto llevé a establecer las siguientes reglas de aceptacion:

Cv2 2
o Aceptar Hy si X° <X g .

e Rechazar H3 €n caso contrario

Al hacer la comparacion se tiene el siguiente resultado:
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X?>H,
234.61>17.7084

Por lo tanto, se rechaza la hipdtesis nula de que la varianza de los pesos contenidos en el
embarque sea menor a la buscada y, por tanto, la empresaria deberd regresar el mismo a su
proveedor argumentando que, a pesar de que el peso promedio se ajusta al objetivo buscado de
3.8 Oz., la variabilidad que tiene el mismo en su peso es contraproducente para sus politicas de
calidad ya que es muy grande. Por tanto no puede aceptar este embarque y deben mandarle otro
gue cumpla tanto con el estandar de peso promedio como de varianza de peso esperada.

Los célculos de la prueba de hipdtesis revisada se exponen en la siguiente ilustracion:

Calidad del inventario de la comerciante de Chicago (muestra grande)
Aguacate Peso (g) Aguacate Peso (g) Prueba de hipétesis de varianza del embarque de la empresaria de Chicago

1 9.24156638 16 6.889437022 0.06 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

2 12.19955397 17 2.805266224 I

3 7.828912118 18 1.263366478 0,05/ Probabilidad x con GL=29 ]
4 0.34339132 19 0.321894217 ‘ / \ Valor critico a ¢=5% y GL=29

5 5.446988563 20 0.689824563 oot | Valor x2 de la varianza |
6 4.308144063 21 5.14666579 ’ ‘ ‘

7 2.778536985 22 0.934611953

8 4.78302773 23 6.680220548 0.03 ‘ \ 4
9 2.099924462 24 3.119794535

10 4.27460843 25 3.4652034 “

11 4691816478 26 3.796020078 ooz ‘ i
12 2.939152383 27 5.120936133 x

13 5.27263691 28 8.525283542 0.01F /‘ ‘H 4
14 8.447711808 29 11.79793331 f H\“
15 2.321627026 30 4.563482046 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

u 4.736584616 X2 234,61 % 50 100 150 200 250 300
s? 9.788691792| 2 Valores X?
15%.29
Oug 121 17.7084

llustracion 4 Prueba de hipétesis ji-cuadrada para la prueba de varianza realizada en el embarque de la empresaria de
Chicago.

Usted puede replicar la prueba de hipdtesis previamente estudiada si desea demostrar que la
varianza de la muestra es igual, mayor o diferente de 050. Lo Unico que debera hacer es obtener
de las tablas ji-cuadrada los valores del valor critico o limite ya sea superior e/o inferior, seglin

corresponda el tipo de prueba (recuerde igualdad y desigualdad son pruebas de dos colas,
inferioridad de cola inferior y viceversa con superioridad).

5.1.6 Haciendo estimaciones de intervalos de varianzas.

Asi como se hicieron estimaciones de intervalos dado lo cambiante de la media muestral para
determinar hasta donde podria fluctuar la misma (hacia arriba y/o hacia abajo), también se puede
replicar el ejercicio en el caso de las varianzas. Lo Unico que se tiene que hacer es calcular los
correspondientes intervalos de confianza a través de la siguiente expresion:
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Féormula 33: Determinacion de los intervalos de confianza de varianzas empleando la
distribucion ji-cuadrada

2_ (n—1)s? 2 _ (n—1)s*

ooxr 7 X2

s 1

En la expresion anterior, X,.2 y XS2 representan el valor critico en tablas del nivel de probabilidad

buscado y el nimero de colas. En este caso son dos colas y, si se busca calcular el estadistico para
un intervalo de confianza de 95%, se debe de determinar (a diferencia del valor Z o t de las dos
distribuciones anteriores) el valor ji-cuadrada de 2.5% y 97.5%.

Para ilustrar la idea con un ejemplo, se sigue trabajando con el caso de la empresaria de Chicago.

Recuerde usted que su varianza muestral (92) es de 9.7886. Extrayendo valores de X,.2 =16.0471

y X2 =45.7223, se llega a los siguientes intervalos:

:_(30-1)-97886 o0 o (30-1)-9.7886

o, o =17.69
45.7223 ‘ 16.0471

Por lo tanto, la empresaria de Chicago, si quisiera darse una idea de entre cuanto nivel de varianza
podrian fluctuar diferentes muestras de este embarque, podria concluir que la variabilidad es muy
alta a su objetivo de solo 1.10z y refrendar el rechazo del mismo (como en el tema anterior),
debido a que la variabilidad del mismo no se ajusta al objetivo de 1.10z.

5.2 Prueba ANOVA.

Ahora toca revisar el segundo subtema de interés del presente: la prueba ANOVA (siglas de
ANalisis Of VAriance). En temas previos se hicieron comparaciones de medias muestrales respecto
a un objetivo hipotético o de diferencias entre dos muestras solamente. Lo propio se hizo para
revisar la varianza de una sola muestra. Es decir, para determinar si esta era igual, superior o
inferior a un objetivo determinado.

A pesar, de esto queda una pregunta en pie ¢Se pueden comparar medias o varianzas de dos o
mas poblaciones al mismo tiempo? Es decir, comparar la media de tres poblaciones o muestras al
unisono o contrastar la magnitud de la varianza de dos o mas de ellas.

La prueba ANOVA es una prueba muy poderosa y muy simple de interpretar. La misma nos servird
para comparar no solo dos medias a la vez sino mas de dos medias de muestras que pueden ser
independientes o estar acopladas, apareadas o relacionadas y que pueden venir de tamafios de
muestras totalmente diferentes. Por ejemplo, piense usted que necesita comparar siete muestras
diferentes correspondientes a siete inventarios de aguacate. Los métodos de la técnica cldsica
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serian bastante limitados si desea hacer pruebas de hipdtesis (ya sea de muestras acopladas o
independientes). Incluso el hacer esto seria laborioso ya que le implicaria hacer 21 pruebas de
hipétesis diferentes. Es decir una prueba de hipdtesis de la muestra 1 con la muestra 2 y asi
sucesivamente.

Para reducir todo este trabajo, la prueba ANOVA viene al rescate e incluso quizd sea la mas
adecuada en muchas aplicaciones de su futura vida profesional. Las nociones intuitivas de dicha
prueba consisten en comparar dos muestras a través de su varianza y no de su media muestral. La
idea se expone en la siguiente grafica:

a través de su
T Muestral
Muestra 2

Ci ivo de iguales a través de su varianza

0.6

Muestra 1

Muestra 2

Muestra 3

—Todas la muestras

Gran media o media de medias

~ Muestra 3
Todas la muestras
Gran media o media de medias

|
o
| |
6 8 10 12
Gran media o media de medias muestrales v.s. medias muestrales (caso de igualdad) Gran media o media de medias muestrales v.s. medias (caso de
T T T T T 0.7 T T T T T T T T T
| | | | | | | | | | | | | |
06— ——— [ [ > (R oelb-—L__1__do o L 5 11— Granmeda
I I | | T 1 T T
| | I | | | | | | | | = Medias muestrales
05 ———— - === === === — - == =—— 05F-—-—+-——4-——q-——F——+—-|-+-—A-——-I-——H
| | [ | | | | | | | | | |
77777 | K | O A D A A A N A | NN U A AN R B
04 | | [ | | 0.4 1 1 | 1 1 | | i
| | [ | | | | | | | | | |
03— ——— === ====- F==-- [ 1= === 03— ~—t—-——"dA-~—Aq- - —t—|—ft-—A-—-—-I———n
| | [ | | | | | | | | | |
ool __ L ___ L ___ [ ____ P P T A I S I N A SO D B
) | | [ | | ) | | | | | | | |
| | [ | | | | | | | | | |
L [ [t [ [ (i OlF——r -~ -~~~ r~ T |~7- """~~~
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0 ! | ! ! 0 ! ! | ! ! | | !
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Valor de la media muestral Valor de la media muestral

Grafica 34 Comparacion de tres muestras con media y varianza iguales y comparativo de muestras con estadisticos
diferentes.

En la parte superior izquierda se puede apreciar el caso de tres muestras que son iguales. Esto al
ser asi sus varianzas y sus medias. Lo que interesa analizar son las varianzas ya que estas son
consecuencia de las igualdades entre medias. Por tanto, si estas son estadisticamente iguales, se
sobreentiende que las medias lo son.

Para poder dar validez a la afirmacidn anterior, es de necesidad observar que se presupondra que
las muestras estan normalmente distribuidas, por lo que, si desea comprobar este supuesto,

deberd aplicar la prueba de normalidad con la técnica ji-cuadrada previamente descrita.

Si se observa con detenimiento la grafica 34, se puede notar que la desigualdad en la varianza de
las tres muestras se puede atribuir a dos factores:
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e La varianza existente entre las medias muestrales. Es decir, qué tan separadas estan unas

de otras respecto a un promedio de medias o gran media X .
e Lavarianza conjunta existente entre todos los datos de las muestras.

Para ilustrar mejor la idea, observe la gréafica superior izquierda. Usted vera que practicamente no
existe variabilidad o varianza entre las medias muestrales (son casi iguales) y, si la varianzas son
iguales, la variabilidad total (graficada con una linea roja como “todas las muestras”) es
practicamente la misma que la existente entre las medias muestrales. De cumplirse esta posicion,
se llega a distribuciones de probabilidad con medias y varianzas practicamente sobrepuestas unas
sobre otras.

Ahora vea usted la grafica superior derecha. En la misma son notorias las diferencias entre
muestras ya que las medias muestrales se encuentran muy separadas. Esto lleva a una varianza
entre medias muestrales observable (vea la grafica inferior derecha en donde se exponen los
valores de dichas medias y contraste su valor con el de la izquierda). Como consecuencia de esta
situacidn, la varianza total de todos los datos de las tres muestras del lado derecho (funcion de
probabilidad graficada con rojo) es mucho mayor que la de las tres muestras iguales expuestas a
la izquierda. Es entonces que se llega a la nocidn intuitiva general de la prueba ANOVA:

Nociones intuitivas de la prueba ANOVA: “Dos o mas muestras seran iguales si la varianza de sus
medias muestrales es igual que la varianza total de los datos de las tres muestras en conjunto”

Para operacionalizar esta afirmacidon o nocién intuitiva de una manera numérica, se tiene el
estadistico F:

3 Varianza entre medias muestrales
Varianzatotal de los datos de las muestras en conjunto

¢Como se calculan estos dos tipos de varianza? Enfoquémonos en el numerador. Es decir, la
varianza entre medias muestrales. Para ello revisemos las gréficas inferiores de la 34. Notese cémo
las medias muestrales tienen un grado de separacién, el cual se determina calculando la gran
media o media de medias y, con esta calculando al varianza de medias de la siguiente forma:

Formula 34: Calculo de la varianza entre medias muestrales.
k — k

— =\2 —
Sufv-x] _ X%
2 i
o, =

k-1 k

=l
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Es decir, la varianza entre medias se determina a partir de la gran media ( x) que no es mas que
una media de medias muestrales. De ahi se calcula la varianza entre medias siguiendo los

siguientes pasos:

1. Se calculan las diferencias entre cada media muestral respecto a la gran media x; — x .

—_ = 2
2. Seelevan al cuadrado cada una de las diferencias (xi —x) .

3. Se multiplica cada diferencia cuadratica calculada en el paso anterior por el tamafio de su

2
respectiva muestra n, (xi—x) . Esto es, por ejemplo, si la muestra 1 tiene 35

observaciones, se multiplica la diferencia cuadratica de su media muestral respecto a la
gran media por35. Si la muestra 2 tiene 33 observaciones, se hace lo propio y asi
sucesivamente con cada muestra.

4. Se suman las diferencias cuadraticas y se dividen entre el nUmero de muestras menos un

ini(;i_;)z

grado de libertad —
k-1

Esta varianza entre medias muestrales, en la forma en cédmo se expresd en la formula 34, se
conoce como la “varianza dentro de columnas”. Este término es muy comun, mas cuando se
presenta lo que se conoce como “tabla ANOVA” que veremos en breve y que no es mds que una
forma de organizar el analisis de Varianza para su mayor comprension.

Ahora, siguiendo con el calculo del estadistico F, ¢{Como se calcula el denominador o la varianza
entre todos los datos de la poblaciéon? Para llegar al concepto de varianza total de todas las
muestras como se determina en la grafica 34. Es de necesidad observar que la varianza total de
todos los datos resulta de una media ponderada de todas las varianzas individuales de cada
muestra. La varianza de cada muestra vimos cdmo se calcula en la férmula 11 en el tema de
estimaciones de intervalos. Por tanto, se dara por asentado que se domina su célculo. Es entonces
gue la forma en obtener la media ponderada de las varianzas, que se define como la varianza de
todos los datos, se obtiene de la siguiente manera:

Formula 35: Calculo de la varianza de todos los datos de la muestra.

La expresién de varianza anterior se conoce también como “varianza dentro de columnas” y es
también empleada en la tabla ANOVA. Con la varianza entre medias muestrales y la de todos los
datos de las muestras se llega al estadistico F, de la forma en que se describié previamente:
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Férmula 36: Calculo del estadistico F para la prueba de igualdad entre muestras.
3 Varianza entre medias muestrales __ Varianzaentre columnas
Varianzatotal de los datos de las muestras en conjunto  Varianza dentro de columnas

k —_—  =\2
$afi
l k-1

T4 n-1),
z n —k K

i

Las nociones generales intuitivas para emplear el estadistico F son:

1. Si el estadistico F tiene un valor cercano a 1, se llega a la observacién de que las medias
entre muestras son iguales debido a que la varianza entre muestras y la varianza entre
todos los datos de las muestras son iguales, situacién que lleva a la situacion observada en
las graficas de la izquierda de la grafica 34 que se presenta a continuacién.

2. Si el estadistico F es muy grande, se observa que la diferencia o varianza entre medias
muestrales es muy grande en proporcién a la varianza de todos los datos de las muestras
en conjunto. Por lo tanto, se llega a observar que las medias no son iguales y que nos
encontramos en una situacion como la expuesta en las graficas de la derecha de la grafica
34:

a través de su

~ Muestral Muestra 1
Muestra 2 Muestra 2
Muestra 3

Muestra 3
Todas la muestras
Gran media o media de medias

Todas la muestras
Gran media o media de medias
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0.7 ™ T T 0.7 T T ™ T T T
| | |
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| | |

| | |
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0 Il Il Il Il 0 Il Il Il Il Il Il Il Il
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Valor de la media muestral Valor de la media muestral

Ahora, una pregunta muy importante por resolver es: Si se tiene que el estadistico F es mayor a
uno ¢Qué tanto es “grande”? Es decir ¢qué valor debe tener para decir que es grande? La
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respuesta se logra a través de la prueba ANOVA empleando una funcién de probabilidad F de
Fisher.

5.2.1 La funcién de probabilidad F.

¢Recuerda usted la distribucidon lJi-cuadrada? ¢Recuerda que la utilizdbamos para calcular la
probabilidad de eventos que solo pueden tener valores positivos como es el caso de los valores
que puede adoptar la varianza de una variable aleatoria? Pues hagamos el siguiente silogismo o
razonamiento:

Si la distribucidn ji-cuadrada se utiliza para determinar las probabilidades de una varianza.
Si por otro lado es estadistico F es la division entre dos varianzas (la varianza entre
muestras y entre el total de datos).

3. Entonces la funcién de probabilidad F se da por la siguiente expresion:

Férmula 37: Determinacion de la probabilidad F a partir de la probabilidad ji-cuadrada.

B P(Varianza entre medias muestrales) X
P(Varianza entre datos de las muestrasen conjunto)  x?2

La probabilidad anterior se logra de la tabla de probabilidades F como la presentada en la
plataforma Moodle en el tema de la prueba ANOVA. Para determinar la misma se deben
especificar los grados de libertad del numerados, que corresponden el nimero de muestras (k)
empleadas menos 1 grado de libertad y el total de datos en las muestras en conjunto (7, ) menos

un grado de libertad (para mayor referencia, consulte en la tabla el ejemplo que se da).

5.2.2 LapruebaPF.

Ahora que se observa que se tienen los multiples datos necesarios como los grados de libertad del
numerador y los del denominador se puede calcular el estadistico F y determinar un valor critico F
empleando las tablas correspondientes al emplear los grados de libertad del numerador y del
denominador. Para ello sera de necesidad utilizar las tablas de valores F como la que se presenta
en la plataforma Moodle en el tema correspondiente a la prueba ANOVA.

Para ilustrar la prueba de hipdtesis con la técnica ANOVA retomemos el ejemplo de los
empresarios aguacateros de Morelia y Chicago. Lo que ellos quieren plantear es que el inventario
que ellos reciben por parte de su proveedor (que es el mismo), tienen la misma calidad. Esto los
lleva a plantear la siguiente hipétesis:
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H, :Lacalidad de los dosinventarios es lamisma. ESO €S, X,,,... = Xcpicazo
H, :Lacalidad delos dos inventarios es lamisma. EStO €S, x,,,... # Xchicaco

Para demostrar la hipdtesis nula se hace el calculo de la varianza entre medias muestrales y en la

totalidad de los datos de las muestras que serviran para determinar el estadistico F:

El comerciante de Morelia La comerciante de Chicago
(55 ()
Aguacate |Peso(g) Aguacate |Peso (g)

1 170.89| 893.23576 1] 261.9059912| 13923.14141
2 185.97| 2022.0356 2| 345.7353594| 41915.35948
3 190.74| 2473.7741 3| 221.8713694| 6539.701259
4 229.14| 7768.1396 4] 9.731710016| 17232.13845
5 145.3| 18.464639 5| 154.3676559| 178.615363
6 98| 1849.2537 6| 122.0928027| 357.5936694
7 127| 196.08261 7| 78.74373815| 3876.209461
8 116.8| 585.78279 8| 135.5510059] 29.72369489
9 99.5| 1722.4949 9| 59.51185924| 6640.797873
10 107.59| 1116.4252 10| 121.1424029| 394.4413313
11 112.34] 821.5647 11 132.966079| 64.59129562
12 108.7654| 1039.2596 12| 83.29557853 3330.140722
Suma cuadratica 20506.513 Suma cuadratica 94482.454
Varianza muestral (n-1) | 1864.2285|Varianza muestral (n-1) 8589.314
Media muestral | 141.00295 Media muestral | 143.9096294
Media de medias 142.4562897

Varianza entre medias |50.6927095

Varianza total 4999.520315

Estadistico F 0.01014

Valor critifo F (0.=5%) 4.27934

Con los grados de libertad tanto del numerador como del denominador, que son k—1=2-1=1y

n, —1=24-1=23 respectivamente, el cual da un valor critico F de 4.27934 con un nivel de

significancia (a ) de 5%. Al comparar el estadistico F con el valor critico se llega al siguiente
contraste:
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Prueba ANOVA
08 T T T

Probabilidad F

0.77 Valor critico h

Estadistico F

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Estadistico F

Esto implica que el valor F es menor al valor critico. Para poder aceptar la hipétesis nula de que las
medias son iguales dado que las varianzas entre la muestra de aguacates de la empresaria de
Morelia y el de Chicago son iguales. Por tanto, se puede concluir que la calidad que ambos reciben,
dada la prueba aplicada a las dos muestras, es la misma.

5.2.3 Prueba ANOVA para probar la igualdad en la varianza entre dos muestras. El
caso de la cola superior.

Previa mente se estudié que la técnica cldsica es de utilidad para comparar medias muestrales y
que la ji-cuadrada lo es para contrastar varianzas respecto a una varianza objetivo. A su vez se
acaba de revisar que la prueba ANOVA es muy poderosa para contrastar igualdad entre medias.

Adicional a la aplicacién anterior, la prueba ANOVA puede ser utilizada para comprobar la igualdad
estadistica de la varianza entre dos muestras (solo dos y objetivo que no se logra con la técnica
jicuadrada). Para ilustrar el método (que es muy sencillo y cambia poco respecto al anterior) se
seguird trabajando con el ejemplo de los dos empresarios aguacateros al querer demostrar la
siguiente hipotesis:

Derechos de autor: Dr. Oscar Valdemar De la Torre Torres. (Registro en tramite)



Inferencial paramétrica, no paramétrica y multivariante Pagina: 157

.2 2
HO - SMorelia - SChicago

.2 2
Ha - SM()relia > SChicagu

En el método a emplear, simplemente cambia la forma de determinar el estadistico por la
siguiente forma funcional:

Férmula 37: Calculo del estadistico F para comprobar la igualdad en la varianza de dos muestras.

2

F — sMuestral
2
Muestra 2

La logica del estadistico de interés es la misma: “mientras mas aproximado a 1 sea su valor, la
igualdad de las varianzas serd mas evidente; una diferencia alta implica desigualdad”.

Para el ejemplo que interesa y reutilizando los datos que interesan, se tiene el siguiente célculo:

2
F = S - 39200 _ 5 9799

Sepae 143.90

Si se contrasta su magnitud con el valor critico previamente determinado en el ejemplo de la
igualdad de medias muestrales, se llega al siguiente resultado:

Varianza muestral (n-1) 141.00295
Varianza muestral (n-1) | 143.909629

Media de medias 142.45629

Varianza entre medias 50.6927095
Varianza total 4999.52031
Estadistico F 0.97980205

Valor critifo F (a=5%) 4.27934426
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Prueba ANOVA
08 T T T

— Probabilidad F

—Valor critico ||
— Estadistico F

1.5 2 2.5 3 3.5 4 45 5
Estadistico F

Con el resultado logrado se llega a la conclusién que ni la media muestral ni la varianza entre las
dos muestras son diferentes, por lo que la calidad del producto recibido en ambos casos es la
misma. En este caso particular se establecié la hipdtesis de que o las varianzas son iguales; o la
varianza de la muestra de la calidad del inventario de la empresaria de Morelia es mayor que el de
Chicago.

Sin embargo équé debe de hacerse cuando se desea una hipdtesis alternativa como la siguiente:

2 2

Svioretia = Schicazo © Para poder hacer un contraste de esta naturaleza y tal como se vio previamente,

se requiere de una prueba de dos colas, por lo que debe de determinarse la forma de determinar
la cola inferior.

Dado que esta funcidn de probabilidad, al igual que la Ji-cuadrada, es asimétrica y es resultado del
cociente de dos funciones ji-cuadradas, no se tiene una forma directa de calcular el intervalo
inferior, ya sea de la forma que se emplea en la distribucion normal (con un valor F
correspondiente a valores negativos ya que no existen F negativas) o la de la Ji-cuadrada en donde

. 2 m . .
se determinaba X, .,y se utilizaba como se expresa en la férmula 33. La Unica manera de

calcular ese intervalo inferior es con la siguiente expresion:

Férmula 38: Valor del intervalo inferior para prueba de dos colas con la prueba ANOVA.
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1
F(k-Ln, -l a)

Flk-1n,-La)=

Para el ejemplo manejado hasta ahora se tienen los siguientes valores:

Varianza muestral (n-1) 141.00295

Varianza muestral (n-1) 143.909629
Media de medias 142.45629
Varianza entre medias 50.6927095
Varianza total 4999.52031
Estadistico F 0.97980205
Valor critico superior F (a=5%) | 4.27934426
Valor critico inferior F (o0=5%) 0.23368066

Prueba ANOVA
0.8 ‘ ‘ ‘
Probabilidad F
Valor critico superior 7
Valor critico inferior
0.6 Estadistico F _

0.7

0.4

0.2+

0.1

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 45 5
Estadistico F

Dado que el estadistico F se encuentra dentro de los dos intervalos, se observa se acepta la
hipdtesis de igualdad entre las varianzas y se rechaza la de desigualdad.

Hasta este punto es que se revisan los métodos de comprobacién de hipdtesis mas comunes. Estos
son conocidos como pruebas estadisticas paramétricas ya que suponen la preexistencia tanto de
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parametros poblacionales como la suposicion de normalidad o algin tipo de funcidon de
probabilidad en los datos aleatorios. Sin embargo, como se vera mas adelante, existen otro tipo de
pruebas a emplear cuando se desconoce la distribuciéon de probabilidad, las cuales se denominan
pruebas no paramétricas.

Baste con ahora seguir suponiendo que los datos se distribuyen de manera normal y que la
Estadistica con que se trabaja es paramétrica.

6 Estadistica multivariada: Regresion lineal simple y multivariada.

Conceptos de estadistica multivariada. Hasta el momento se ha trabajado con el contraste de
muestras o poblaciones que tienen una distribucién de probabilidad identidad y, en algunos casos,
que tienen un comportamiento dependiente una de la otra. En la vida cotidiana, existen pocos
fendmenos que no tienen algun tipo de relacién estadistica por lo que la probabilidad de suceso
de dos o mas eventos conjuntos debe de determinarse.

Histérico de variaciones porcentuales Probabilidad conjunta de que AMX varie x%y KOF varie y%

0
i HO
il M
m‘s ‘
/:,:,'%‘e‘o‘,‘\:&\ o

» Il ln mw
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Grafica 35 El comportamiento historico de dos acciones y su probabilidad conjunta.

Un claro ejemplo en las ciencias econdmico-administrativas se puede encontrar en el
comportamiento de los rendimientos pagados por una accién que cotiza en bolsa. Suponga usted
gue tiene un histérico de las variaciones porcentuales diarias del precio o rendimientos de dos
acciones que cotizan en la bolsa han tenido a lo largo de un afio. Supongamos que se trata de las
empresas América Movil (AMX) y Coca-Cola Femsa (KOF). Las variaciones porcentuales diarias del
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precio de las dos acciones se presenta a la izquierda de la grafica 35 y la probabilidad conjunta de
que AMX veria un X% al mismo tiempo de que KOF varie un Y% o viceversa se presenta a la
derecha. Como se puede apreciar, se tiene una probabilidad gaussiana multivariada que, para los
fines que nos interesan no se calculara en su totalidad y que, en realidad, tiene una interpretacion
bastante simple. Para exponer la idea, replantearemos la parte derecha de la grafia 35 de la
siguiente forma:

Probabilidad marginal AMX
—— Probabilidad marginal KOF
-7 T~ I Probabilidad conjunta AMXy KOF

Probabilidad conjunta de que AMX varie x%y KOF varie y%

R S A "iii*:liii;@iﬁ‘::i[*f?i?*
I U RV G S Ny
M:.‘ i N, B
e RN
“\““\‘\“\\ " i Sy S
: o t‘“\ I I R S,
0.02 " I 7:

Variacién % KOF

Variacién % AMX

Grafica 36 Probabilidades marginales y conjunta de la variacion porcentual de las dos acciones de interés.

Note usted cémo se tienen dos probabilidades llamadas “marginales” Estas no son mas que las
distribuciones de probabilidad gaussianas de la variacidon porcentual del precio de AMX y de KOF
respectivamente. Es decir las probabilidades de que AMX varie un X% o de que KOF lo haga en un
Y% independientemente del comportamiento de otras acciones. Sin embargo, la superficie en
forma de campana o “montafia” colorida que se tiene al centro cuantifica la probabilidad de que
AMNX veria un X% dado o por la influencia de que KOF varia a su vez y al mismo tiempo un Y%.

Para poder calcular una probabilidad conjunta entre dos o mas variables aleatorias es necesario
suponer que ambas estan relacionadas o acopladas. Es decir que no son independientes por lo que
adicional a la media y la varianza (o desviacidn estandar) que se utilizan para calcular las funciones
de probabilidad, debe entrar una nueva medida estadistica de dispersidn que cuantifique la
variacion conjunta e influenciada entre las dos variables aleatorias que nos interesan. Esta medida
se conoce como la covarianza. Asi como se definid a la varianza como el grado de separacion
promedio de las observaciones de una variable aleatoria respecto a su media, la covarianza se
puede definir como.
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Covarianza: “Grado de separacién promedio que tiene una variable aleatoria respecto a su media
dado el grado de separacidon promedio que otra variable aleatoria tiene también respecto a su
media”.

La forma de calcular la covarianza es de la siguiente manera:

Formula 39: Calculo de la covarianza.

En donde la covarianza se denota como o, ,- Como se puede apreciar la covarianza se determina

de una manera muy sencilla:

1. Se calcula la diferencia entre el valor de cada observacidn de x menos su media por la
diferencia de cada observacion de y menos su media.

Se suman las multiplicaciones de cada i observaciénde x e y.

3. Lasumatoria se divide entre n para calcular el valor promedio.

A manera de reflexion respecto al método de cdlculo, si observa detenidamente la formula 39,
podra observar que hay una estrecha relacidon entre la varianza de una variable aleatoria y la
covarianza entre variables aleatorias. En especifico usted podrd observar que si desea calcular la
covarianza de la variable aleatoria 1 con la misma variable aleatoria 1, se llega a la covarianza:

S (v Yo

I 1 _ 2
Gx,x_ - _Gx

n n

Ya que se tiene la covarianza ente la variable 1 y la 2, se calcula otra covarianza entre la variable 2
y la 1y que se calcularon las correspondientes varianzas de la variable 1 y la variable 2, se estd en
capacidad de determinar el cdlculo de una varianza total entre variables aleatorias destinando el
mismo peso a cada variable aleatoria. Es decir, si se tienen dos variables, el peso (w) serd de
w=1/2=0.5.Sison 3, serdde w=1/3=0.33333... y asi sucesivamente.

También, dados estos mismos pesos w que se dan a las variables aleatorias, se tiene el célculo de
una media multivariada global y de una varianza multivariada global:
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Férmula 40: Calculo de la media global, la varianza global y la desviacion estandar global entre
variables aleatorias.

Mediaglobal =M =w, -x+w, -y

. 2 2 2 2 2
Varianzagloba = S* =wio, +w w0, +wwo, +W,0,

Desviacién estandar global =S = \/S_2

Quiza en este punto se esté preguntando iDe qué me sirve tanto calculo de probabilidad
multivariada? Prioritariamente nos servird para establecer que muchos fendmenos econémicos y
administrativos no son totalmente independientes y que, dada esa situacidn, tienen un
comportamiento conjunto estadisticamente influenciado. De entrada se hara un ejercicio simple
de calculo de probabilidades conjuntas y, posteriormente se hard mencién a otra forma alternativa
de calcular la covarianza.

De todo lo revisado, la clave u objeto de interés es precisamente la covarianza ya que con ella
podremos dar entrada al tema de regresion.

Retomando el tema que interesa, podemos observar que ya estamos en capacidad de calcular la
probabilidad de que (si continuamos con el ejemplo de la fluctuacion del precio de dos acciones)
las dos acciones tengan una variacion promedio conjunta de Z%. Para exponerlo, supongamos que
tenemos los siguientes datos y calculos de Media global y Desviacion estandar global:

Variacion % promedio Medidas de dispersion
AMX 6.21% Varianza A% AMX 104.15%
KOF 49.53% Varianza A% KOF 68.53%
Varianza A% AMX
con A% KOF -3.08%
Varianza A% KOF
A% AMX -3.08%
Ponderacion

AMX 50.00%

KOF 50.00% Media global 27.87%
Varianza global 19.35%
Desviacidn
estandar global 43.99%

&Y qué son las ponderaciones? Esta es una pregunta que podria usted haberse hecho a esta altura.
Incluso pudo preguntarse épor qué 50% a ambas y no 40% a AMX y 60% a KOF? En este punto es
necesario observar que la llamada media global no es mas que un promedio ponderado que no es
mas que una forma alternativa de calcular una media. La media tradicional como se calcula en la
formula 2 se conoce como media aritmética. La media ponderada sera siempre diferente en valor

a la media aritmética excepto cuando se pone una ponderaciéon proporcional a cada variable
aleatoria. Esto fue justamente lo que sucedié. Se puso un valor de 0.5, % 0 50% a cada variable y
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con esto se hizo una media de medias. Sin embargo, usted puede cambiar a su gusto las
ponderaciones y observar que tanto la media global como la varianza y desviacién estandar
globales hacen lo propio. Hagamos el caso de 40% a AMX y 60% en KOF:

Variacion % promedio Medidas de dispersion
AMX 6.21% Varianza A% AMX 104.15%
KOF 49.53% Varianza A% KOF 68.53%
Varianza A% AMX
con A% KOF -3.08%
Varianza A% KOF
A% AMX -3.08%
Ponderacion

AMX 40.00%

KOF 60.00% Media global 32.20%
VVarianza global 22.23%
Desviaciéon
estandar global 47.15%

Note cdmo la media global y la desviacién estandar global se incrementaron. Quiza una pregunta
natural sea é{Entonces de qué me sirve cambiar las ponderaciones si ya me queda claro que
ponderaciones proporcionales (1/n) me da una media aritmética? En el caso de la Economia o las
Ciencias administrativas, puede tener multiples aplicaciones. Para el caso especifico del ejemplo
gue nos interesa, usted puede elegir cuanto porcentaje del total de su patrimonio invertir en AMX
y cuanto en KOF. Usted puede optar por 50% en cada una o hacer multiples ponderaciones como
al de 40% en AMX y 60% en KOF. En funcién de la ponderacion que asigne sera el rendimiento
promedio que podria lograr (media global) en todo su portafolio de dos acciones y el grado de
riesgo o variabilidad, dada por la desviacidn estandar, que resulte. Por ejemplo, usted al cambiar
de ponderaciones proporcionales (1/n=50%) a las recientemente estudiadas, podra observar que
su rendimiento se incrementd pero también hizo lo propio el nivel de riesgo medido con la
desviacidn estandar. Este dilema de cudnto invertir en cada accién que formara parte de nuestro
portafolio es algo que los administradores de portafolios o de inversiones resuelven en su vida
cotidiana. Este tema no se revisard y se dejara hasta aqui ya que sale de la dptica de la materia.
Simplemente se menciona esto para dar una explicacidon a las ponderaciones que se asignan a
cada variable.

Para ilustrar la idea del calculo de probabilidades conjuntas, retomemos el ejemplo del portafolio
con un nivel de inversion o ponderacién del 50% en cada accién o variable aleatoria. Usted se
podra preguntar, dada esta ponderacidon o nivel de inversién en AMX y KOF ¢Cudl es la
probabilidad de que mi portafolio tenga un rendimiento conjunto o total mayor o igual a 40%. Esto
es muy sencillo de responder. Recordando el tema de célculo probabilidades, lo que hacemos es
estandarizar el valor de 40% como sigue:

S 40%-M _ 40%—27.87%
S 43.99%

=0.2757
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Posteriormente, se busca el valor de la probabilidad de un valor Z en la tabla correspondiente y
esto nos lleva a la siguiente probabilidad:

P(0.2757) =10.864%

Sin embargo, recuerde usted que esta probabilidad se da en el lado derecho de la campana
gaussiana y como estamos buscando la probabilidad de que el rendimiento conjunto de las
variables aleatorias o de todo el portafolios sea mayor o igual a 40%, se resta de 50% de

probabilidad el 10.864% logrado y se tiene que:

P(40%) = 39.136%

Es decir, la probabilidad de que el portafolio o las dos variables aleatorias (variacion porcentual del
rendimiento de una accién) sea mayor o igual a 40% es de 39.13%.

6.1 El coeficiente de correlacion y su interaccion con la covarianza.

Si usted observa detenidamente la formula de calculo de la covarianza pude preguntarse éY qué
hace que dos variables aleatorias se muevan en conjunto?:

El responder que causa esto es algo muy amplio de responder y que se investiga a la luz de las
diferentes ciencias. Por ejemplo qué hace que el nimero de flores en un valle sea mayor conforme
hay lluvia es algo que la biologia, en especial la Botdnica, nos puede responder. Qué hace que el
precio de una accidén se mueva en conjunto con el de otra es otra situacidn que se puede
investigar con la Economia Financiera y asi sucesivamente. Todas las causas de este fenédmeno de
interaccion se responden con las respectivas ciencias de interés. Sin embargo responder éen qué
magnitud y con qué grado de apego se mueven dos fendmenos modelados matematicamente a
través de dos variables aleatorias? Es algo que se responde gracias a la estadistica. En qué
magnitud se mueve una variable aleatoria de manera conjunta respecto al movimiento de otra se
determina con la covarianza. Por ejemplo observe las dos covarianzas del ejercicio anterior. Esto
nos dice que el precio de AMX varia en respecto a su media cuando el de KOF hace lo propio y la
variacién promedio que ambos tienen respecto a sus medias es de -3.08%. Sin embargo el -3.08%
de covarianza no sale de la nada. Esto sale al grado de apego que existe entre las dos variables

aleatorias.
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Para ilustrar la idea usted piense en la luna y la tierra. La luna se mueve alrededor de la tierra y no
del sol dado que la gravedad o grado de atraccidon entre ambas es mayor que el existente entre el
sol y la luna. Por eso la luna no ha dejado a la tierra para irse con el sol. En las variables aleatorias
sucede algo similar. Cuando estas son dependientes debe existir un grado de correlacién o
gravedad entre ellas para que puedan covariar. De lo contrario no existird la covarianza y no
existird dependencia entre ellas.

III

Vea usted el coeficiente de correlacidn como el “pegamento” entre variables. Con este pegamento

o nivel de gravedad usted puede calcular la covarianza como sigue:

Férmula 41: Célculo de la covarianza empleando el coeficiente de correlacion de Pearson.

Gx'y =0, 'vay 'Gy

En la expresidn anterior, el coeficiente de correlacion de Pearson o simplemente coeficiente de

correlacién P, (En donde Py, = py'x) es esa gravedad o pegamento del que se habla. Note
usted como se tiene, de inicio, esa variabilidad individual de cada caso (o, y o) y se relaciona
con ese pegamento. Por tanto, la variable de interés es el coeficiente de correlacion 0., El
coeficiente puede tener valores de -1 a 1. Es decir, un valor de p, == —1 implicaria que con cada
1% que suba AMX, KOF baje 1% y viceversa. Cuando P, =1 el precio de AMX sube 1% cuando
KOF hace lo propio y viceversa. Al incorporarse la variabilidad individual en cada caso (o y Gy)

se llega a la covarianza que se presentd en la férmula 39:

. o i
Gx,y_Gx px,y Gy_

Algo que usted podria pensar seria: “bueno ya que tengo la covarianza se pueden hacer
prondsticos”. Por ejemplo si se tiene la covarianza de la variacién porcentual del PIB y de las
ventas de una empresa, se podrian pronosticar las ventas de esta. Hasta cierto punto, el
planteamiento suena correcto. Sin embargo, este no es del todo completo ya que se le podria
preguntar ¢Cuanto variaria el nivel de ventas si el PIB sube en 7%? La covarianza le dice que la
variacion conjunta covarianza) es, digamos 4.5% pero esto no implica que se establezca una
elasticidad. Es decir que por cada 1% de incremento en PIB se incremente en 4.5% las ventas
llevando a niveles de 31.5% (4.5%-7%). La covarianza nos dice el sentido y en qué valor
promedio varian las dos variables. Para poder calcular cuanto cambian las ventas de una empresa
dado cada incremento porcentual del PIB se utiliza otra técnica mucho mdas precisa que emplea
fuertemente las varianzas y covarianzas. Esta se conoce como la técnica de la regresidén y nos serd
de mucha utilidad para establecer prondsticos.
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6.2 El modelo regresion lineal simple para establecer relaciones
estadisticas entre variables y hacer prondsticos basicos.

En este punto estamos entrando a una de las aplicaciones mds importantes (sino la mas
importante) de la Estadistica inferencial: la regresion. Con esta se lograra establecer la relacién

estadistica entre variables de la forma:
y=a+p-x

Esto quiere decir que la variable y se determina por una ecuacidn matemadtica en donde a una
constante o (que puede ser de cero o de otro valor positivo o negativo) se le suma un valor de x

multiplicado por un nimero o constante [ (que puede ser de cero o de otro valor positivo o

negativo). Si usted observa detenidamente el modelo de regresién, podrd apreciar que sera capaz
de hacer estimaciones del tipo “por cada valor de x se tendrd un valor de y dado por @ + - x“.

Es decir ya podra decir cuanto valdra y dado el de x. La clave aqui estard en calcular los
coeficientes o y [ . Esto es lo que determinaremos a continuacion y a lo que le daremos una

explicacion grafica.

6.2.1 Determinacion de los coeficientes del modelo de regresion.

Para determinar los coeficientes de regresion, siendo esta el modelo resultante de la interaccion
entre las dos variables, se ocupa la covarianza que es la que cuantifica el grado de variaciéon
promedio conjunta entre variables, la varianza de la variable regresora (x )'®, y la media muestral

de la regresada (Y ):

16 . .
La variable regresada es Y por lo que la regresora es X ya que esta “regresa” o determina el valor de Y.
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